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Laiteperustusten oikeanlaisella suunnittelulla ja toteutuksella varmistetaan laitteen asian-
mukainen toiminta. Laiteperustuksen liialliset värähtelyt voivat aiheuttaa haittaa perus-
tuksen tukemalle laitteelle, ympäröiville rakenteille sekä perustuksen läheisyydessä toi-
miville ihmisille. Puutteellisesta laiteperustusten suunnittelusta johtuvien laitteen käyttö-
katkojen kustannukset nousevat nopeasti huomattaviksi. Tästä syystä laiteperustusten 
suunnitteluun tulee kohdistaa riittävä huomio.  
Erilaisia menetelmiä laiteperustusten siirtymien laskentaan on useita lukuisista analyytti-
sistä menetelmistä aina eri tietokoneohjelmien käyttöön. Eri menetelmien luotettavuu-
dessa ja nopeudessa on merkittäviä eroja. Nykyaikaisten laiteperustusten analyysimene-
telmien keskeinen osa on taajuusriippuvaisten dynaamisten impedanssifunktioiden mää-
rittäminen joko numeerisin tai analyyttisin menetelmin.  
Työssä tutkittiin dynaamisesti kuormitetun betonisen massiivilaiteperustuksen käyttäyty-
mistä pystysuunnassa eri upotussyvyyksillä vertaamalla Plaxis 3D-ohjelmalla sekä Gaze-
tasin analyyttisillä yhtälöillä laskettuja perustuksen siirtymiä sekä dynaamisia impedans-
seja vertailututkimuksen koekuormitustuloksiin. Tarkoituksena oli selvittää, miten näiden 
kahden menetelmän tulokset vertautuvat todellisiin koekuormitustuloksiin ja ovatko ana-
lyyttiset kaavat riittävän luotettavia laiteperustusten suunnittelutyöhön. Lisäksi selvitet-
tiin perustuksen upotussyvyyden vaikutusta menetelmien antamien tulosten tarkkuuteen 
ja dynaamisten impedanssien jäykkyys- ja vaimennusominaisuuksiin. Lopuksi tutkittiin 
Plaxiksen kaksi- ja kolmiulotteisten mallien tulosten eroja.  
Saatujen tulosten perusteella Plaxis 3D ja Gazetasin yhtälöt ennustavat täysin upotetun 
perustuksen amplitudit hyvällä tarkkuudella koko käytetyllä taajuuskaistalla. Pintaperus-
tuksen ja osittain upotetun perustuksen kohdalla Gazetasin yhtälöt pääasiassa yliarvioivat 
vaimennusta, mutta redusoimalla sivutäyttöjen vaikutusta tulokset vastaavat hyvin ver-
tailututkimuksen tuloksia, kun taas Plaxis 3D:n amplitudit eivät korreloi yhtä hyvin ver-
tailututkimuksen kanssa redusoinnista huolimatta. Molemmilla menetelmillä määritetty-
jen dynaamisten impedanssien reaali- ja imaginääriosat täsmäsivät vertailututkimuksen 
kanssa parhaiten pienillä taajuuksilla eron kasvaessa taajuuden noustessa. 
Plaxiksen kaksiulotteinen malli aliarvioi systeemin vaimennusta kolmiulotteista mallia 
enemmän tutkituilla perustustapauksilla. Kuitenkin, toisin kuin kolmiulotteisen mallin ta-
pauksessa, kaksiulotteisella mallilla päädyttiin samaan resonanssitaajuuteen kuin koetu-
loksissa.    
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The performance of machine foundations depends on their design, manufacturing and 
interaction with the environment. Excessive vibration of machine foundations may en-
danger the satisfactory operation of the machine, harm surrounding structures and disturb 
the people working nearby machines. The cost of foundations is very small compared to 
machines. Insufficiently designed and constructed foundations may lead to shutdowns 
resulting in rapidly increasing costs. Due to this, the design process of machine founda-
tions needs particular attention.  
The response of machine foundations can be calculated in many ways from analytical to 
computer-based numerical methods. There are significant differences between the relia-
bility and the duration of different methods. A key step in current methods of dynamic 
analysis is to determine the frequency-dependent dynamic impedance functions with 
which soil-foundation-interaction can be modelled.  
In this study, the dynamic response of an embedded block-type machine foundation was 
investigated. The displacement amplitudes and the dynamic impedances have been cal-
culated using Plaxis 3D and Gazetas’ analytical equations. These results are compared to 
the results of experimental investigations of the source material. The objective of this 
study was to find out how the results of different methods differ from the real, experi-
mental results, how the embedment affects the amplitudes and the impedances and are 
Gazetas’ analytical equations usable in practical design. In addition, differences between 
the results of 2D- and 3D-model of Plaxis were analyzed.  
According to the results, Plaxis 3D and Gazetas’ equations predict amplitudes in an ac-
curate way in case of fully embedded foundation. In case of partly embedded and surface 
foundation, Gazetas’ equations mainly overestimate damping. However, by reducing the 
effect of embedment, the results correlate well with the experimental results unlike the 
amplitudes calculated by Plaxis. Real and imaginary part of dynamic impedances, deter-
mined by both Plaxis and Gazetas’ equations correlate with the source material at low 
frequencies.  
2D-model of Plaxis underestimates the damping of the system. However, unlike in the 
case of Plaxis 3D, the resonant frequency of a surface foundation corresponds with the 
experimental results.  
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1. JOHDANTO 
Laiteperustusten suunnittelu vaatii erityishuomiota, koska perustuksen ja sen päällä ole-
vien laitteiden massasta aiheutuvan staattisen kuorman lisäksi suunnittelussa on huomi-
oitava dynaamiset kuormat, jotka siirtyvät perustuksen kautta maahan. Dynaamisten 
kuormien suuruus on suhteessa pieni verrattuna staattisiin kuormiin, mutta dynaaminen 
kuormitus toistuu jatkuvasti hyvin pitkällä aikavälillä. Näin ollen maan on toimittava pää-
asiallisesti elastisesti tai muuten maan muodonmuutos kasvaisi jokaisen kuormitussyklin 
aikana. (Prakash & Puri 2006, s. 1.) 
Laiteperustusten suunnitteluun on syytä kohdistaa riittävä panostus, sillä perustusten kus-
tannukset ovat todella pieni osuus itse laitteiden kustannuksista. Puutteellisesti toteutettu 
perustus saattaa aiheuttaa laitteen häiriöitä ja käyttökatkoja, jolloin kokonaiskustannukset 
ylittävät moninkertaisesti huolella suunnitellun ja rakennetun perustuksen vaatiman in-
vestoinnin. (Bhatia 2008, s. 1-3.) 
Lähtökohtana laiteperustusten suunnittelussa on rajoittaa perustusten värähtelyamplitu-
deja siten, että ne eivät haittaa koneen toimintaa tai häiritse koneen läheisyydessä toimivia 
ihmisiä. Onnistunut laiteperustusten suunnittelu edellyttää dynaamisesti kuormitetun pe-
rustuksen tarkempaa analysointia. Analyysiä voidaan myös hyödyntää olemassa olevan 
laiteperustuksen ongelmien määrittämiseen ja ratkaisemiseen, kun perustuksen liialliset 
liikkeet estävät koneen kunnollisen toiminnan. Analyysin lisäksi laiteperustusten suun-
nittelu sisältää tavallisesti toimintavaatimusten asettamisen, dynaamisten kuormien mää-
rittämisen, maan profiilin määrittämisen sekä maan kriittisten ominaisuuksien arvioimi-
sen. (Gazetas 1983, s. 2.) 
Kun laiteperustukseen kohdistuu dynaaminen kuormitus, laiteperustus värähtelee tavalla, 
joka riippuu perustusta tukevan maan ominaisuuksista, perustuksen ja päällysrakenteen 
geometriasta sekä dynaamisen herätteen luonteesta. Laiteperustusten suunnittelussa pe-
rustusten värähtely määritetään vasteanalyysin avulla, jossa olennaisena osana ovat dy-
naamiset kertoimet, joilla kuvataan maan antamaa joustavaa tukea perustukselle. (Gaze-
tas 1991a, s. 553.) 
Vuosien saatossa laiteperustusten analysointiin on kehitetty lukuisia menetelmiä, yksin-
kertaisista aina hyvin monimutkaisiin. Aikoinaan laiteperustukset tyypillisesti mitoitettiin 
ilman minkäänlaista tarkempaa analyysiä perustuen erilaisiin peukalosääntöihin. Esi-
merkkinä tällaisesta säännöstä on massiivisen laiteperustuksen massan määritteleminen 
3–5 kertaa suuremmaksi kuin itse koneella. (Gazetas 1983, s. 3.) Värähtelevän perustuk-
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sen käyttäytymisen tarkkailuun perustuvissa empiirisissä malleissa välittömästi perustuk-
sen alla olevan maan katsottiin värähtelevän perustuksen mukana. Muut aikaisessa vai-
heessa käytetyt menetelmät olivat yksinkertainen massa-jousi-vaimennin -malli sekä 
Winklerin malli. Lamb (Lamb 1904) esitti ensimmäisenä elastisen puoliavaruuden teo-
rian, joka ottaa huomioon värähtelevän perustuksen synnyttämien aaltojen leviämisen 
vaikutuksen. Tätä teoriaa pidettiin tieteellisempänä lähestymistapana värähtelevien pe-
rustusten ongelmaan ja se syrjäytti aiemmin käytetyt empiiriset menetelmät. Elastisen 
puoliavaruuden teoria voidaan yksinkertaistaa yhden vapausasteen vaimennetuksi systee-
miksi, joka on taajuudesta riippumaton tai riippuvainen. Nykyään perustuksen ja maan 
välistä dynaamista vuorovaikutusta kuvaavien dynaamisten impedanssifunktioiden mää-
rittäminen perustussysteemille on suosittu tapa suunnittelijoiden keskuudessa. Analyyt-
tisten menetelmien lisäksi impedanssit voidaan määrittää kenttämittausten avulla, jolloin 
ne kuvaavat maan ja perustuksen välistä todellista käyttäytymistä. Lisäksi tänä päivänä 
laiteperustusten suunnittelussa hyödynnetään elementtimenetelmään perustuvia numeeri-
sia laskentaohjelmia, joilla on kuitenkin myös omat rajoituksensa. (Mbawala 2015, s. 2-
36.) 
Työssä analysoidaan dynaamisesti kuormitettua maanvaraista, upotettua laiteperustusta 
sekä elementtimenetelmään (FEM) perustuvalla Plaxis 3D-ohjelmalla että Gazetasin ana-
lyyttisten yhtälöiden avulla. Plaxiksella maan käyttäytymistä pystytään simuloimaan eri-
laisten maamallien avulla ja sen dynaaminen moduuli hyödyntää numeerista aikainteg-
rointia. Gazetasin yhtälöt perustuvat taajuusriippuvaisten dynaamisten impedanssifunkti-
oiden määrittämiseen. Tuloksissa molemmilla menetelmillä lasketut perustuksen siirty-
mäamplitudit sekä dynaamisten impedanssien reaaliosa ja imaginääriosa esitetään taa-
juuskaistoittain eri upotussyvyyksillä. Jotta käytettyjen menetelmien tulosten oikeellisuu-
desta voidaan varmistua, tuloksia on verrattu kirjallisuudesta saataviin koekuormitustu-
loksiin. Lisäksi Plaxiksen kolmiulotteisen mallin tuloksia verrataan muutamassa perus-
tustapauksessa yksinkertaisemman, kaksiulotteisen mallin tuloksiin.  
1.1 Tutkimuksen tausta 
Laiteperustusten suunnittelu on vaativa rakennustekniikan osa, sillä se yhdistelee niin pe-
rinteistä rakennesuunnittelua kuin pohjarakentamista ja geodynamiikkaa. Suomessa ra-
kennesuunnittelun opetus keskittyy suurelta osin staattisiin kuormituksiin ja rakenteiden 
dynaaminen toiminta jää useimmiten vähemmälle huomiolle. Lisäksi koneen toiminnasta 
ovat vastuussa sekä laiteperustuksen suunnitellut rakennesuunnittelija, että koneesta vas-
taava koneensuunnittelija, joiden tulisi toimia suunnitteluprojektissa yhteistyössä. Pöyryn 
rakenneosasto on keskittynyt erityisesti teollisuuden rakennesuunnitteluun, jossa laitepe-
rustukset ovat keskeisessä osassa.  
Kuten aiemmin todettiin, aikanaan laiteperustusten suunnittelu perustui peukalosääntöi-
hin. Tämänkaltainen lähestyminen ei huomioi lainkaan lukuisia muuttujia, kuten maan 
ominaisuuksia tai herätteen luonnetta, jotka vaikuttavat merkittävästi laiteperustuksen 
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toimintaan. Laiteperustusten parissa työskentelevien suunnittelijoiden tulisikin tuntea tar-
kemmin maan ja perustuksen yhteistoiminta kyetäkseen suunnittelemaan toimiva koko-
naisuus. Tämä vaatii ymmärrystä laiteperustusten erilaisista analyysimenetelmistä.    
1.2 Tutkimuksen tavoitteet 
Tässä diplomityössä pyritään antamaan kattava ja riittävän selkeä kuvaus laiteperustusten 
toiminnasta ja suunnittelusta, laiteperustuksiin liittyvästä dynamiikasta ja geodynamii-
kasta sekä impedanssifunktioiden merkityksestä laiteperustusten analyysissä. Pyrkimyk-
senä on, että lukija saa käsityksen merkittävimmistä laiteperustusten suunnitteluun vai-
kuttavista tekijöistä sekä käytettyjen analyysimenetelmien hyödynnettävyydestä. 
Tarkoituksena on tarkastella maanvaraisten laiteperustusten dynaamista käyttäytymistä 
numeerisella sekä analyyttisellä menetelmällä ja vertailla näitä tuloksia kirjallisuudesta 
löytyviin koekuormituksiin. Käytännössä tämä tarkoittaa laiteperustusten siirtymäampli-
tudien sekä dynaamisten impedanssien määrittämistä ja niiden vertaamista koekuormi-
tuksissa mitattuihin arvoihin. Tuloksista pyritään tulkitsemaan, milloin analyysimenetel-
mät ovat riittävän luotettavia ja missä määrin niitä voidaan hyödyntää käytännön suun-
nittelussa. Keskeisessä osassa ovat dynaamiset impedanssifunktiot, joiden reaali- ja ima-
ginääriosa kuvaavat perustus-maa-systeemin jäykkyys- ja vaimennusominaisuuksia.   
Tavallisesti maanvaraiset laiteperustukset upotetaan osittain tai kokonaan maahan. 
Työssä tarkastellaan upotuksen vaikutusta perustuksen värähtelykäyttäytymiseen, mene-
telmien mallintamistarkkuuteen sekä dynaamisten impedanssien eri osiin. Lisäksi työn 
ohessa luodaan Gazetasin analyyttisiin yhtälöihin perustuva laskentapohja, jonka avulla 
suunnittelija pystyy päivittäisessä työssä vähäisellä vaivalla suorittamaan maanvaraisten 
laiteperustusten dynaamisen analyysin. 
1.3 Tutkimuksen rajaukset ja suoritus 
Dynaaminen analyysi työssä tehdään massiivisille, suorakaiteen muotoisille, maanvarai-
sille laiteperustuksille. Muun muotoisille perustuksille ei analyysia toteuteta. Myös paa-
luperustukset jätetään tämän työn ulkopuolelle.  
Dynaaminen heräte voi syntyä esimerkiksi maanjäristyksestä, räjähdyksestä, liikkuvasta 
kuormasta, aalloista tai erilaisista koneista ja laitteista. Tässä työssä tarkastelu rajataan 
vain laiteperustusten päällä toimiviin koneisiin (mäntäkoneet ja pyörivät koneet), jotka 
synnyttävät harmonisen, pystysuuntaisen herätteen. Värähtelyn rajoittamista muilla kei-
noin kuin dynaamisen analyysin avulla on sivuttu pintapuolisesti, mutta syvällisempi ai-
heen käsittely ei kuulu tämän työn rajaukseen.   
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Teoriaosuudessa käydään läpi laiteperustusten yleisiä suunnittelukriteerejä ja suunnitte-
luprosessia sekä erilaisia analyysissä hyödynnettäviä rakennemalleja, syvennytään dyna-
miikan perusteisiin yhden sekä useamman vapausasteen systeemin tapauksessa sekä tu-
tustutaan ominaisarvo-ongelmaan ja sen ratkaisemiseen moodianalyysin avulla. Lisäksi 
perehdytään geodynamiikan saralla aaltojen etenemiseen maassa, maan vaimennusomi-
naisuuksiin sekä impedanssifunktioihin. Plaxiksen toimintaan ja käytettyihin laskenta-
asetuksiin perehdytään tarpeellisin määrin. Yhteen ohjelmaan kaiken kattavasti syventy-
minen vaatisi laajuutensa puolesta oman diplomityönsä.  
Koska maanvaraisten laiteperustusten dynaamisia koekuormituksia on esitetty tieteelli-
sissä tutkimuksissa jonkin verran, on tarkoituksenmukaista hyödyntää näitä tutkimuksia, 
että voidaan varmistua tässä työssä saatavien tulosten oikeellisuudesta. Valitun koekuor-
mituksen data määrittelee laskentamalleissa käytetyt lähtötiedot, kuten perustuksen koon 
ja upotussyvyydet sekä maaparametrit.  
Tutkimustavoista perinteiset tutkimusmenetelmät, kvalitatiivinen ja kvantitatiivinen me-
netelmä liittyvät empiiriseen tutkimukseen, johon tätä tutkimusta ei voida lukea. Henki-
löhaastatteluja ei tämän tutkimuksen puitteissa tehdä. Tutkimus voitaneen laskea teoreet-
tisen tutkimuksen ja kirjallisuustutkimuksen yhdistelmäksi. Työn viitekehys liittyy kir-
jallisuustutkimukseen ja laskennallisesti kuvattavat mallit katsotaan teoreettiseksi tutki-
mukseksi.   
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2. LAITEPERUSTUKSET 
Laiteperustukset toimivat erilaisten koneiden, laitteiden ja muun raskaan kaluston perus-
tuksina ja ne on suunniteltu huomioiden laitteista aiheutuvat dynaamiset kuormitukset. 
Laiteperustukset jaetaan eri tyyppeihin perustuen niiden muotoon. Jaottelu on esitetty ku-
vassa 1 ja eri tyyppejä ovat:  
a) massiivinen perustus 
b) laatikkomainen perustus 
c) seinämäinen perustus 
d) kehämäinen perustus 
e) taipuisa perustus. 
 
Kuva 1. Tyypillisiä laiteperustustyyppejä (Rao 2011, s. 394). 
Massiivinen laiteperustus on näistä yleisin. Niitä käytetään yleisesti kaiken tyyppisten 
laitteiden kanssa riippumatta laitteiden käyntinopeudesta. Massiiviperustusten suuri 
massa tarkoittaa systeemin pienempää ominaistaajuutta. Mikäli halutaan suhteessa kevy-
empi laiteperustus, vaihtoehtona on laatikkomainen perustus, jolloin ominaistaajuus kas-
vaa suhteessa massiiviseen perustukseen. Tyypillisin laiteperustuksen valmistusmateri-
aali on betoni, mutta myös tiili ja teräs (kehämäisten perustusten tapauksessa) ovat mah-
dollisia. Teräksen ongelma laiteperuksissa on sen betonia haastavampi värähtelyn hal-
linta, sillä ominaistaajuudet ovat matalia ja perustus hyvin matalaviritteinen. Betonin 
osalta vaihtoehtoina ovat raudoittamaton, raudoitettu tai esijännitetty perustus. (Prakash 
& Puri 2006, s. 2; Bhatia 2008, s. 1-10.)  
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Dynaamisia voimia alhaisella nopeudella aiheuttavien laitteiden kohdalla käytetään ta-
vallisesti massiivisia perustuksia. Kehämäisiä laiteperustuksia käytetään yleensä turbo-
generaattorien ja muiden vastaavien korkeataajuuslaitteiden tapauksessa. Kehämäisten 
perustusten etu syntyy tilan- ja materiaalin säästöstä, laitteen eri osien paremmasta saa-
vutettavuudesta huollon kannalta sekä pienemmästä taipumuksesta halkeilla painuman ja 
lämpötilamuutosten johdosta. (Srinivasulu & Vaidyanathan 1976, s. 135.) Tässä tutki-
muksessa keskitytään betonista valmistettuihin, massiivisiin laiteperustuksiin. 
2.1 Laitteiden aiheuttamat dynaamiset kuormat 
Erilaiset koneet ja laitteet voivat aiheuttaa toisistaan poikkeavia jaksollisia voimia. Lait-
teet voidaan jaotella ainakin käyntinopeuden (taajuuden) ja niiden synnyttämien voimien 
mukaan. Käyntinopeuksien mukainen luokitus vaihtelee jonkin verran lähteestä riippuen. 
Bhatia (Bhatia 2008, s. 1-8) on esittänyt seuraavaa jaottelua: 
1. hyvin matalataajuiset laitteet (0 r/min – 100 r/min) 
2. matalataajuiset laitteet (1000 r/min – 1500 r/min) 
3. keskitaajuuslaitteet (1500 r/min – 3000 r/min) 
4. korkeataajuuslaitteet (≥3000 r/min). 
Mitä nopeampi koneen käyntitaajuus on, sitä tiukemmat tasapainotusvaatimukset ja amp-
litudirajat. Prakash ja Puri (Prakash & Puri 2006, s. 1) esittävät koneiden jakamisen kol-
meen eri luokkaan niiden synnyttämien jaksollisten voimien mukaan: 
1. Mäntäkoneet: Koneet, joiden edestakainen liike tuottaa jaksollisia, epäkeskisiä voimia, 
kuten höyrykoneet, pumput ja polttomoottorilla varustetut laitteet. Herätteen voidaan kat-
soa olevan sinimuotoinen ja tyypillinen käyntinopeus on tavallisesti vähemmän kuin 600 
r/min.  
2. Iskumaiset koneet: Nämä koneet synnyttävät kuormaa iskuittain, jolloin dynaamisessa 
kuormassa on piikki hyvin lyhyellä aikavälillä, jonka jälkeen kuormitus katoaa täysin. 
Tyypillinen käyntinopeus vaihtelee välillä 60 – 150 iskua minuutissa. 
3. Pyörivät koneet: Korkealla kierrosnopeudella käyvät koneet, kuten turbiinit, keskipa-
kopumput, turbogeneraattorit ja kompressorit, joissa pyörivänä osina ovat tyypillisesti 
juoksupyörät tai roottorit.  
Mäntäkoneiden edestakainen liike synnyttää edestakaisia voimia. Kampimekanismi 
muuttaa edestakaisen liikkeen pyöriväksi liikkeeksi ja päinvastoin. Yksisylinterisen 
moottorin yksinkertainen kampimekanismi on esitetty kuvassa 2. Se koostuu sylinterin 
sisällä liikkuvasta männästä, pisteen 𝑂 ympäri pyörivästä kammesta ja mäntään pisteessä 
𝑃 ja kampiakseliin pisteessä 𝐶 liitetystä kiertokangesta. Piste 𝐶 seuraa ympyränmuotoista 
rataa, samalla kun pisteen 𝑃 liike on lineaarista. Tällöin kiertokangen pisteet seuraavat 
elliptistä rataa. (Srinivasulu & Vaidyanathan 1976, s. 4–6.) 
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Mäntäkoneiden männän suuntainen dynaaminen voima (z-suunta) ja sitä vasten kohti-
suora voima (x-suunta) voidaan kirjoittaa yhtälömuodossa  
𝑃𝑧 = (𝑚𝑟𝑒𝑐 +𝑚𝑟𝑜𝑡)𝑟𝜔𝑚
2 cos𝜔𝑚𝑡 + 𝑚𝑟𝑒𝑐
𝑟2𝜔𝑚
2
𝑙
cos 2𝜔𝑚𝑡       (2.1) 
𝑃𝑥 = 𝑚𝑟𝑜𝑡𝑟𝜔𝑚
2 sin𝜔𝑚𝑡.             (2.2) 
 
Kuva 2. Yksinkertainen kampimekanismi. 
Yhtälöissä (2.1) ja (2.2) 𝑟 on kammen säde, 𝜔𝑚 kulmanopeus, 𝑡 aika, 𝑚𝑟𝑒𝑐 = 𝑚2 +
𝑚3(
𝑙1
𝑙
) edestakaisin liikkuva massa ja 𝑚𝑟𝑜𝑡 =
𝑟1𝑚1
𝑟
+ (1 −
𝑙1
𝑙
)𝑚3 on pyörivä massa. Eri 
osien massojen ja pituuksien tunnukset ovat kuvan 2 mukaiset. 
Mäntäkoneiden aiheuttamaa epätasapainoa ei pystytä välttämään tasapainotuksella. Kui-
tenkin monisylinterimoottorien kohdalla sylinterit voidaan järjestää siten, että epätasapai-
nosta syntyvät voimat saadaan minimoitua. Mäntäkoneiden kanssa käytetään tyypillisesti 
massiivisia laiteperustuksia. 
Pyörivien koneiden tapauksessa tasapainotuksella voidaan päästä epätasapainosta eroon, 
vaikka käytännössä sitä esiintyy aina jonkin verran. Epätasapaino tarkoittaa sitä, että pyö-
rimisakseli ei kohtaa systeemin massakeskipisteen kanssa ja pyöriminen on epäkeskistä. 
Suurilla pyörimisnopeuksilla käyvien koneiden kohdalla pienikin epäkeskisyys voi syn-
nyttää suuria dynaamisia voimia. Pyörivien koneiden aiheuttama dynaaminen voima voi-
daan esittää muodossa 
𝐹(𝑡) = 𝑚𝑟𝑒𝜔
2 sin𝜔𝑡,             (2.3) 
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missä 𝑚𝑟 on pyörivä massa, 𝑒 pyörivän massan epäkeskisyys ja 𝜔 laitteen kulmataajuus. 
Ajan mittaan koneen tasapaino huononee. Asetetun rajan ylittyessä hälytysjärjestelmän 
tulee antaa varoitus koneen hoitajalle. Tähän tasapainotilaan saakka asetettujen värähte-
lytason vaatimusten tulee täyttyä. Onnettomuustilanteessa valvontajärjestelmän tulee var-
mistaa koneen pysähtyminen ja rakenteen on oltava riittävän luja kestääkseen dynaamiset 
voimat. (SFS-EN 1991-3, 2016s. 62–64.)  
Iskumaiset koneet, kuten puristimet ja prässit, lävistyskoneet sekä konevasarat tuottavat 
usein jaksottaisia, suuria dynaamisia voimia. Näiden koneiden tasapainotuksella voidaan 
vähentää jäännösvoimia merkittävästi. Iskumaisen koneen tyypistä riippuen se saattaa si-
sältää myös oskilloivia osia. Näiden koneiden synnyttämiä jaksollisia huippuja seuraa 
törmäyskappaleen vapaan värähtelyn vaimeneminen. Koska käyntitaajuudet voivat olla 
melko suuria, täydellistä värähtelyn vaimennusta iskujen välissä ei välttämättä aina voida 
saavuttaa. Muun muassa konevasaroiden kuorma-aika-funktio on harvoin jaksollinen ja 
funktion tarkka muoto riippuu koneen käyttöasetuksista sekä prosessoidun materiaalin 
ominaisuuksista. (Bachmann & Ammann 1987, s. 53.)  
Värähtelyn vaikutukset eivät kvalitatiivisesti riipu siitä, ovatko ne mäntäkoneiden, isku-
maisten koneiden vai pyörivien koneiden synnyttämiä. Värähtelyn vaikutusten vakavuus 
riippuu pääasiassa värähtelyn amplitudista ja taajuudesta. Mäntäkoneiden ja pyörivien 
koneiden aiheuttama värähtelyliike on syiden ja seurausten osalta enemmän tai vähem-
män samankaltaista, jolloin keinot niiden värähtelyn rajoittamiseen ovat samanlaisia. Is-
kumaisten koneiden värähtely pohjimmiltaan poikkeaa näistä ja näiden värähtelyjen ra-
joittamiseen tarvitaan usein erikoiskeinoja, joita ei tässä työssä eritellä tarkemmin. 
Koneen valmistajan edellytetään toimittavan tiedot eri mitoitustilanteissa vaikuttavista 
staattisista sekä dynaamisista kuormista. Kuormakaavioiden lisäksi valmistajan edellyte-
tään toimittavan muun muassa kokoonpanopiirustukset sekä nopeuksia, massoja ja tasa-
painotusta koskevia tietoja. Jos koneen valmistaja ei esitä suoraan dynaamista kuormaa, 
se voidaan laskea yhtälön (2.3) avulla, kun epäkeskisyys tunnetaan. Lisäksi tällä tavoin 
epäkeskisyyden kautta dynaamisen kuorman amplitudia 𝐹0 (2.4) määritettäessä otetaan 
huomioon käyttökerroin 𝑆𝑓, joka huomioi laitteen elinkaaren aikana lisääntyvän epäkes-
kisyyden. (Lee, J. P. et al. 2004, s. 10; SFS-EN 1991-3, 2016, s. 62.) 
𝐹0 = 𝑚𝑟𝑒𝜔
2𝑆𝑓.                        (2.4) 
Käyttökertoimen suuruus on tyypillisesti 2 tai enemmän. 
Tarvittaessa laitteen dynaaminen kuorma voidaan laskea koneen tasapainoluokan avulla 
ISO 21940-11–standardin (SFS-ISO 21940-11, 2017, s. 12) mukaisesti (korvannut van-
han ISO 1940–standardin). Tasapainoluokkia eri laitetyypeille on esitetty oheisessa tau-
lukossa. Riippuen tapauksesta, yhtä luokkaa matalampaa tai korkeampaa tasapainoluok-
kaa voidaan käyttää.   
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Taulukko 1. Laitetyyppien tasapainoluokkia. 
Tasapaino- eω 
Esimerkkejä koneistotyypeistä 
luokka G [mm/s] 
G 4000 4000 
Suurten, hitaiden meridieselmoottorien 
kampikoneistot, tasapainottamaton 
G 1600 1600 
Suurten, hitaiden meridieselmoottorien 
kampikoneistot, tasapainotettu 
G 630 630 Joustavat kampikoneistot, tasapainottamaton 
G 250 250 Jäykät kampikoneistot, tasapainottamaton 
G 100 100 
Autojen, kuorma-autojen ja veturien mäntä- 
moottorit 
G 40 40 Joustavat kampikoneistot, tasapainotettu 
G 16 16 
Maatalouskoneet 
Jäykät kampikoneistot, tasapainotettu 
Murskaimet 
Vetoakselit 
G 6.3 6.3 
Lentokoneiden kaasuturbiinit 
Sentrifugit 
Sähkömoottorit ja generaattorit, maksiminopeus 950 r/min asti 
Puhaltimet 
Paperikoneet 
Pumput 
Prosessilaitosten koneistot 
Turboahtimet 
Vesiturbiinit 
Työstökoneet 
Koneistot, yleinen 
G 2.5 2.5 
Kompressorit 
Sähkömoottorit ja generaattorit, maksiminopeus yli 950 r/min 
Kaasu- ja höyryturbiinit 
G 1 1 Hiomakoneiden koneistot 
G 0.4 0.4 
Gyroskoopit 
Tarkkuuskoneiden koneistot 
 
Tasapainoluokat mahdollistavat tyypillisten laitteiden tasapainovaatimusten luokittelun 
ja sallittujen epäkeskisyyksien laskemisen. Kokemusten mukaan tasapainoluokat yleensä 
takaavat laitteen tyydyttävän toiminnan. Tasapainoluokka 𝐺 määritellään tulon 𝑒𝜔 suu-
ruutena, yksikkönä millimetriä sekuntia kohti. Esimerkiksi, jos 𝑒𝜔 = 6,3 mm/s, tasapai-
noluokka on G 6.3. Eri tasapainoluokat on erotettu toisistaan kertoimella 2,5. Tasapaino-
luokkien kautta dynaamista kuormaa määritettäessä yhtälö (2.4) voidaan nyt esittää muo-
dossa   
𝐹0 = 𝑚𝑟𝐺𝜔𝑆𝑓.                        (2.5) 
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Korkeammilla nopeuksilla roottori pitää tasapainottaa paremmin kuin alhaisemmilla no-
peuksilla, jotta se täyttä tasapainoluokkien kriteerit. 
2.2 Suunnittelukriteerit 
Staattisten kuormien osalta laiteperustusten varmuus leikkausmurtoa vastaan tulisi olla 
riittävän suuri ja perustukset eivät saisi painua liiallisesti. Dynaamisten kuormien osalta 
suunnittelukriteerit ovat monisyisemmät. Laiteperustusten suunnittelussa tulisi noudattaa 
alla eriteltyjä ehtoja (Srinivasulu & Vaidyanathan 1976, s. 2-3; Prakash & Puri 2006s. 3; 
Rao 2011, s. 394–395; SFS-EN 1991-3, 2016,s. 62). 
1. Resonanssia on vältettävä eli laiteperustus-maa-systeemin ominaistaajuus ei saa vas-
tata koneen herätetaajuutta. Systeemin ominaistaajuuden on oltava määritetyn resonans-
sialueen ulkopuolella. Tämä kriteeri voidaan kirjoittaa muotoon 
ω
ω𝑛
≤ 0,5 tai 
ω
ω𝑛
≥ 2,0,               (2.6) 
missä ω on koneen kulmataajuus ja ω𝑛 on systeemin ominaistaajuus. Käytännössä ehto 
(2.6) tarkoittaa, että taajuuksien suhde on oltava 0,5 tai pienempi, kun käyntitaajuus on 
ominaistaajuutta pienempi, ja 2,0 tai suurempi, kun käyntitaajuus on ominaistaajuutta 
suurempi. 
2. Siirtymän, nopeuden ja kiihtyvyyden amplitudit käyntitaajuuksilla eivät saa ylittää 
raja-arvoja, jotka koneen valmistaja tavallisesti määrittelee. 
3. Laiteperustus-maa-systeemin ominaistaajuus ei saa olla koneen käyntitaajuuden moni-
kerta, jotta vältetään resonanssi korkeammilla yläalueilla. 
4. Värähtely ei saa haitata koneen läheisyydessä työskenteleviä henkilöitä tai vahingoittaa 
muita laitteita. 
5. Laiteperustuksen ja koneen yhteisen painopisteen tulisi olla samalla vertikaalilinjalla 
kuin maapohjan kanssa kosketuksissa olevan perustuksen keskipiste. Painopiste ei saa 
poiketa yli 5 % kosketuspinnan sivun pituudesta. Pystysuunnassa painopisteen tulisi olla 
niin kaukana perustustason painopisteestä kuin mahdollista. 
6. Jos mahdollista, perustus tulisi suunnitella siten, että tarvittaessa systeemin ominais-
taajuuden muuttaminen myöhemmin olisi mahdollista perustusaluetta tai perustuksen 
massaa muuttamalla. 
7. Mahdollisuuksien mukaan koneen ja perustuksen painopiste pyritään sijoittamaan pe-
rustuslaatan yläpinnan alapuolelle. 
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8. Koneiden ja laitteiden osat tulisi olla hyvin tasapainotettuja, jotta dynaamiset voimat 
saadaan minimoitua. Tämä on tavallisesti koneinsinöörien vastuulla. 
9. Pohjavedenpinnan tulisi olla vähintään perustuksen leveyden neljäsosan etäisyydellä 
perustuksen pohjasta. 
10. Laiteperustukset tulee tarvittaessa suojata koneöljyltä sopivalla pinnoitteella tai käsit-
telyllä. 
11. Laiteperustukset tulisi erottaa ympäröivistä rakenteista esimerkiksi liikuntasaumojen 
avulla.  
12. Perustukseen upotettujen höyry- ja kuumailmaputkien riittävästä eristämisestä on 
huolehdittava. 
Perustusten sallituista enimmäissiirtymistä on kirjallisuudessa esitetty erilaisia ohjeita. 
Richart (Richart 1962) on koonnut kuvan 3 mukaisen esityksen pystyvärähtelyn hyväk-
syttävistä amplitudeista eri taajuuksilla eri tilanteissa.  
 
Kuva 3. Sallitut pystyvärähtelyn amplitudit eri taajuuksilla. 
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Esitys sallituista amplitudeista on kuitenkin vain ohjeellinen ja projektikohtaisesti asetet-
tavat rajat voivat olla tiukemmat. Huomionarvoista on myös amplitudien pienuus verrat-
tuna käyttörajatilaan staattisten kuormien osalta. 
Laiteperustusten analyysin kannalta perustusten erottaminen ympäröivistä rakenteista on 
hyvin oleellista. Ilman tätä määritettyjä ominaistaajuuksia ja amplitudeja ei voida pitää 
luotettavina, sillä liittyvät rakenteet voivat vaikuttaa oleellisesti perustussysteemin mas-
saan ja jäykkyyteen. Perustuksen ja sitä ympäröivien rakenteiden välissä tulisi olla 25–
100 mm rako. Matalaviritteisten perustussysteemien tapauksessa koneiden putkituksissa 
on käytettävä joustavia liitoskappaleita, sillä muuten putkien jäykkyys vaikuttaa värähte-
lyn ominaistaajuuksiin ja amplitudeihin. (Bhatia 2008, s. 7-9.) 
Aiemmin työssä viitatun koneiden kuormia käsittelevän eurokoodin SFS-EN 1991-3 li-
säksi Suomessa seuraavat standardit käsittelevät laiteperustuksia: SFS 4631, SFS 4632, 
SFS 4633, SFS 4634, SFS 5786 ja SFS 5787. Standardit eivät kuitenkaan sisällä koko-
naisvaltaisia suunnitteluohjeita perustuksille vaan tarjoavat lomakepohjan suunnittelijalle 
välitettävistä laitetiedoista ja esittävät laitteiden ja perustusten välisen kiinnityksen perus-
tusruuvien ja kiinnityslevyjen avulla toteutettavaksi. Lisäksi standardeissa PSK 3011 ja 
PSK 3012 käsitellään laiteperustusten nimikkeistöä, yleisohjeita, rakentamistoleransseja 
ja jälkivalua. (Suomen Standardisoimisliitto SFS, ; PSK Standardisointi, ) 
2.3 Viritys 
Kuten suunnittelukriteerien kohdassa 1 kerrotaan, resonanssin välttäminen on hyvin olen-
nainen asia laiteperustusten suunnittelussa. Tätä laiteperustus-maa-systeemin, laitteen 
käyntitaajuudesta poikkeavaa omaistaajuuksien valintaa kutsutaan laiteperustusten viri-
tykseksi. Laiteperustus-maa-systeemin ominaistaajuuden valintaa selvästi koneen käyn-
titaajuutta suuremmaksi kutsutaan korkeaviritykseksi. Puolestaan ominaistaajuuden va-
lintaa selvästi koneen käyntitaajuutta matalammaksi kutsutaan matalaviritykseksi. (Datta 
& Gulhati 2005, s. 692–693.) Virityksen periaate on nähtävissä kuvasta 4. 
Korkeaviritys sopii erityisesti alhaisella käyntitaajuudella toimivien laitteiden tapauk-
sessa. Korkeavirityksen etu on, että laitteen ei tarvitse käydä läpi resonanssia laitteen 
sammuttamisen tai sulkemisen yhteydessä. Lisäksi se sopii tilanteeseen, jossa laitetta jou-
dutaan käyttämään tavallista pienemmällä suorituskyvyllä. Korkeaviritteisillä systee-
meillä on suositeltavaa tarkistaa resonanssin todennäköisyys korkeampien ylävärähtelyi-
den osalta. Tämä tarkoittaa perustussysteemin taajuuksien monikertojen täsmäävän lait-
teen käyntitaajuuden kanssa, esimerkiksi perustussysteemin taajuuden ollessa kaksin- tai 
kolminkertainen laitteen käyntitaajuuteen nähden, mikä voi ilmetä perustuksen amplitu-
dihuippuina. Ylätaajuuksilla resonanssin välttäminen ei ole aivan välttämätöntä, mutta 
kuitenkin suositeltavaa. (Bhatia 2008, s. 7–9.) 
13 
Korkeataajuuslaitteiden tapauksessa korkeaviritteinen systeemi on hankalaa saavuttaa ja 
voi osoittautua hyvin kalliiksi. Usein tällaisissa tapauksissa matalaviritys on sopivin rat-
kaisu, jolloin on syytä varmistaa, että värähtely pysyy sallitulla tasolla laitteen käynnis-
tämisen ja sulkemisen yhteydessä. Matalaviritys voidaan toteuttaa käyttämällä perustus-
systeemejä, joiden ominaistaajuuden muuttaminen onnistuu tarvittaessa massaa tai jäyk-
kyyttä muuttamalla. Tämä onnistuu mm. kasvattamalla perustuksen kokoa (massan li-
säys), varustamalla perustus massanlisäyksen mahdollistavilla koloilla tai käyttämällä 
vaimennusosia, kuten jousia tai pehmusteita (jäykkyyden muuttaminen). 
 
Kuva 4. Laiteperustuksen viritys. 
Aina resonanssin välttäminen ei ole mahdollista. Tällaisissa tapauksissa on varmistettava 
amplitudien pysyminen asetetuissa rajoissa esimerkiksi vaimentimien avulla.   
2.4 Upotettu laiteperustus 
Useimmat laiteperustukset upotetaan jollekin syvyydelle maahan. Tämän seurauksena 
maa ei vastusta värähtelyä vain perustuksen alapuolella vaan myös ympärystäyttöjen sy-
vyydellä perustuksen reunoilla. Vastaavasti säteilyvaimennuksesta aiheutuva energiahä-
viö ei tapahdu vain perustuksen alla vaan myös sen sivuilla. Vaikka upotetut laiteperus-
tukset ovat hyvin yleisiä, niiden suunnittelusta on rajallisesti tietoa. 
Upotuksen vaikutusta laiteperustuksen dynaamiseen vasteeseen on tutkittu laajasti. Tut-
kimusten mukaan upotus lisää jäykkyyttä ja pienentää resonanssin siirtymäamplitudia 
(Lysmer & Kuhlemeyer 1969; Chae 1970; Novák & Beredugo 1972; Lin & Jennings 
1984). Jotkut tutkimukset ovat ristiriidassa, kasvattaako upotussyvyys resonanssitaajuutta 
14 
vai ei. Ristiriitaa on selitetty usein perustuksen pystyseinien ja maan välisen kontaktin 
laadulla. Novakin mukaan (Novak 1970) aika vaikuttaa perustuksen pystypinnan sivu-
kontaktin laatuun. (Mbawala 2015, s. 2–22.) 
2.5 Laiteperustuksen vapausasteet 
Massiiviset laiteperustukset määritellään jäykiksi verrattaessa niiden jäykkyyttä alla ole-
van maan jäykkyyteen. Mekaniikassa jäykän kappaleen katsotaan koostuvan äärellisestä 
määrästä partikkeleita ja jossa partikkelien välimatka toisiinsa nähden pysyy muuttumat-
tomana kappaletta kuormitettaessa miten hyvänsä (Salmi 1998, s. 127). Toisin sanoen 
jäykkää kappaletta kuormitettaessa siihen ei synny sisäisiä muodonmuutoksia tai muo-
donmuutokset ovat niin pieniä, että niitä ei tarvitse huomioida. Täten massiivisten laite-
perustusten kohdalla voidaan puhua jäykän kappaleen vapausasteista (kuva 5), joita on 6, 
ja ne ovat (Prakash & Puri 2006, s. 7–8):  
1. translaatio Z-akselia pitkin 
2. translaatio X-akselia pitkin 
3. translaatio Y-akselia pitkin 
4. rotaatio Z-akselin ympäri 
5. rotaatio X-akselin ympäri  
6. rotaatio Y-akselin ympäri. 
  
Kuva 5. Massiivisen laiteperustuksen vapausasteet.  
Laiteperustuksella näistä kuudesta liikemahdollisuudesta katsotaan vain translaation Z-
akselia pitkin ja rotaation Z-akselin ympäri voivan tapahtua riippumattomasti muista liik-
keistä. Translaatio X-akselia pitkin ja rotaatio Y-akselin ympäri ovat kytkettyjä toisiinsa 
kuten vastaavasti myös translaatio Y-akselia pitkin ja rotaatio X-akselin ympäri. (Prakash 
1981, s. 344.) Tämä johtuu siitä, että laiteperustuksen massakeskipiste on yleensä aina 
maanpinnan aiheuttaman, vaakavoimia vastustavan tukivoiman, yläpuolella (Varghese 
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2005, s. 424). Täten massiivisilla laiteperustuksilla tarkastellaan tyypillisesti neljän tyyp-
pistä liikettä, joista kaksi ovat muista liikesuunnista riippumattomia eli kytkemättömiä 
vapausasteita ja kaksi toisista liikesuunnista riippuvia eli kytkettyjä vapausasteita.  
2.6 Ideaalimalli 
Laiteperustusten analysointi suoritetaan tavallisesti idealisoimalla systeemi. Teoreettisen 
analyysin ja kokemusperäisen tiedon mukaan useimmissa käytännön tapauksissa laitepe-
rustus-maa-systeemi voidaan yksinkertaistaa yhden tai kahden vapausasteen malliksi. 
Mitä useampi värähtelyn vapausaste on riippuvainen muiden vapausasteiden värähte-
lystä, sitä monimutkaisemmaksi tarkastelu käy. Tarkastellaan systeemiä, jossa massiivi-
nen laiteperustus lepää maan päällä ja systeemin massakeskipisteeseen kohdistuu pysty-
suuntainen harmoninen heräte laitteen toiminnasta (kuva 6a). Tällöin laiteperustus väräh-
telee vain pystysuunnassa sen staattisen tasapainoaseman ympärillä. (Prakash & Puri 
2006, s. 9.) 
Laiteperustuksen analyysissa systeemin yksinkertaisin analysointimalli voidaan esittää 
kuvassa 6b kuvattuna jousi-massa-vaimennin-systeeminä. Tässä mallissa jousi kuvaa 
maan elastista käyttäytymistä laiteperustuksen alapuolella. Vaimennin kuvaa energiahä-
viötä tai vaimennusilmiötä. Maan vaimennusominaisuuksia on käsitelty tarkemmin kap-
paleessa 4. Jos vaimennusta ei huomioida, malli yksinkertaistuu jousi-massa-systeemiksi 
(kuva 6c). Vaikka kuvassa 6 on esitetty yhden vapausasteen systeemejä, näitä malleja 
voidaan käyttää kuvaamaan laiteperustuksen värähtelyongelmaa missä hyvänsä värähte-
lymuodossa, kunhan jousi- ja vaimennuskertoimet on määritetty oikein. Aiemmin määri-
tellyiden kytkettyjen vapausasteiden kohdalla, käytetään kahden vapausasteen mallia. 
 
Kuva 6. Laiteperustuksen pystyvärähtelyt: a) todellinen tapaus b) ideaali-
malli vaimennuksella c) ideaalimalli ilman vaimennusta (Prakash & Puri 
2006, s. 10). 
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Kuvassa 7 on esitetty upotetun laiteperustuksen ideaalimallit erisuuntaisilla herätevoi-
milla. Kuten laiteperustusten vapausasteiden yhteydessä todettiin, laiteperustuksilla vain 
pystysuuntainen liike ja rotaatio pystyakselin ympäri voivat tapahtua muista liikesuun-
nista riippumattomasti. Pystysuuntaisen herätteen tapauksessa ideaalimalli upotetulle lai-
teperustukselle on kuten kuvan 6b yksinkertainen malli, mutta laiteperustuksen vaaka-
suuntainen liike on nyt estetty. 
 
 
Kuva 7. Upotetun laiteperustuksen ideaalimallit eri herätteille (Whitman & 
Richart 1967, s. 9). 
Vaakasuuntaisen herätteen tapauksessa mallissa on oltava herätteen suuntainen jousikyt-
kentä sekä vaimennus. Lisäksi on huomioitava toisiinsa kytketyt liikesuunnat, kuten 
aiemmin todettiin. Siksi tällaisen tapauksen ideaalimallissa on myös kiertojousi ja kierto-
vaimennus. Vääntöherätteen katsotaan olevan merkitsevä vain pyöreiden laiteperustusten 
tapauksessa eikä sitä tarkastella tarkemmin tässä työssä. 
2.7 Värähtelyn hallinta 
Värähtelyn eliminointi dynaamisen analyysin perusteella ei ole ainoa vaihtoehto. Toisi-
naan esimerkiksi kustannukset saattavat rajoittaa dynaamiseen tarkasteluun pohjautuvan 
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ratkaisun käyttöä. Useissa käytännön tilanteissa on mahdollista rajoittaa dynaamisia voi-
mia, jotka aiheuttavat värähtelyn. Suunnittelukriteereissä jo mainitun resonanssin välttä-
misen lisäksi, erilaisten vaimentimien ja vaimennusmekanismien käytöllä voidaan hallita 
haitallista värähtelyä. Laiteperustusten tapauksissa esimerkiksi kiinnittämällä toinen 
jousi-massa-systeemi eli dynaaminen värähtelyvaimennin värähtelevään koneeseen voi-
daan systeemin merkitsevimmät ominaistaajuudet pitää kaukana herätetaajuudesta eli toi-
sin sanoen pienentää resonanssin vastetta. (Singiresu 1995, s. 565–604.) 
Laiteperustuksen virityksestä huolimatta värähtelylähteen synnyttämien värähtelyjen eh-
käisemistä ei saa jättää koskaan huomiotta. Värähtelevän koneen tasapainottamiseen ei 
rakennesuunnittelijalla useimmiten ole kuitenkaan mahdollista vaikuttaa. Sen sijaan he-
rätevoimien siirtymistä koneesta perustukseen voidaan ehkäistä eristämisellä. Värähtelyn 
eristämisellä tarkoitetaan joustavan eristeen asettamisesta värähtelevän massan ja väräh-
telylähteen väliin siten, että systeemin vasteen pieneneminen saavutetaan. Eristyksen jako 
aktiiviseen ja passiiviseen määritellään näkökulmasta riippuen kahdella eri tavalla.  
Energiankäytön näkökulmasta eristyssysteemi on aktiivinen tai passiivinen riippuen käyt-
tääkö eriste ulkoista energiaa tehtävänsä suorittamiseen. Tämän määritelmän mukaan 
passiivinen eriste koostuu energian kuluttajasta sekä joustavasta kappaleesta. Metalliset 
jouset, pneumaattiset jouset, huopa, korkki ja kumijouset ovat esimerkkejä passiivisista 
eristeistä. Aktiivinen eriste on sensorista, signaalinkäsittelijästä ja käyttölaitteesta koos-
tuva tehostinmekanismi. 
Toinen näkökulma liittyy siihen, halutaanko värähtelyltä suojata vain jokin tietty kohde. 
Aktiivinen eristys tarkoittaa tässä värähtelylähteen eristämistä ympäristöstään, jolloin vä-
rähtely heikkenee kaikkialla värähtelylähteen läheisyydessä. Passiivinen eristys puoles-
taan tarkoittaa värähtelylähteen läheisyydessä jonkin tietyn pisteen suojaamista, minkä 
värähtelyä tulee vähentää. (Das & Ramana 2010, s. 261.)  
Eristämisen tehokkuus määritellään siirtyvyyden 𝑇 avulla, joka on eristeen läpi siirtyneen 
voiman ja herätevoiman suhde. Kuvassa 8 siirtyvyys on esitetty koneen ja perustuksen 
taajuussuhteen funktiona. Siitä nähdään, että taajuussuhteen on oltava vähintään √2 kai-
kissa tapauksissa, jotta siirtyvyys on alle 1. Tämä tarkoittaa, että eristämisen kannalta 
perustuksen ominaistaajuuden tulisi olla selkeästi pienempi kuin kertoimella 
1
√2
 kerrottu 
koneen ominaistaajuus. (Varghese 2005, s. 438–439.) Kuvan amplitudihuippuun merkityt 
arvot kertovat suhteellisen vaimennuskertoimen suuruuden. 
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Kuva 8. Siirtyvyys taajuussuhteen funktiona. 
Jo asennetuille koneille eristämisen vaihtoehtoja ovat joko perustuksen pohjan alan kas-
vattaminen tai perusmaan jäykkyyden lisääminen stabiloimalla. Myös ojien kaivaminen 
värähtelyaaltojen reitille vähentää aaltojen siirtyvyyttä. 
Woods (Woods 1968) tutki avo-ojien vaikutusta eristävyyteen kenttätutkimusten avulla, 
jossa ympyränmuotoiseen anturaan kohdistettiin pystysuuntainen dynaaminen heräte. 
Aktiivisen eristämisen periaate on havainnollistettu kuvassa 9. 
 
Kuva 9. Periaatekuva laiteperustuksen värähtelyn eristämisestä avo-ojia 
käyttäen (Das & Ramana 2010, s. 262). 
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Tutkimuksessa ojien suojausvaikutusta kuvataan amplitudin vähennyskertoimen (ARF) 
avulla, joka määritellään seuraavasti: 
ARF =
Pystyvärähtelyn amplitudi ojien kanssa
Pystyvärähtelyn amplitudi ilman ojia
. 
Tutkimukset Woods suoritti seuraavilla parametriväleillä: 𝑅/𝜆𝑟 = 0,22…0,910, 𝐻/𝜆𝑟 =
0,222…1,82. Kuvan 9 mukaisesti 𝑅 on ojan etäisyys värähtelylähteestä, 𝐻 on ojan sy-
vyys ja 𝜆𝑟 Rayleigh-aallon aallonpituus. Woods päätyi tutkimuksessaan tulokseen, että 
tyydyttävä eristys toteutuu, kun ARF ≤ 0,25. Ojien kiertäessä koko perustuksen ympäri, 
tähän päästään, kun 𝐻/𝜆𝑟 = 0,6 ja sitä suuremmilla arvoilla.  
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3. KATSAUS DYNAMIIKKAAN 
Termillä dynaaminen tarkoitetaan yksinkertaisesti ajan myötä muuttuvaa. Näin ollen dy-
naaminen kuorma on mikä tahansa kuorma, jonka suuruus, suunta ja/tai paikka muuttuvat 
ajan myötä. Värähtelyn seurauksena syntyvää systeemin liiketilaa kutsutaan vasteeksi. 
Vaste voi olla joko siirtymävaste, nopeusvaste tai kiihtyvyysvaste. Myös dynaamisen 
kuorman vaste on ajasta riippuvainen, jolloin dynaamisella ongelmalla ei ole yhtä yksit-
täistä ratkaisua kuten staattisilla ongelmilla. Mikäli kuormitus tunnetaan täysin ajan funk-
tiona, sitä sanotaan deterministiseksi kuormaksi ja kuormituksen vasteanalyysi on deter-
ministinen. Dynaamisen kuorman vaste esitetään tavallisesti rakenteen siirtymän suhteen. 
Jos taas kuormituksen aikariippuvuutta ei täysin tunneta, mutta se voidaan määritellä ti-
lastotieteellisessä mielessä, puhutaan satunnaiskuormituksesta, jonka vasteanalyysi on 
epädeterministinen. (Clough & Penzien 2003, s. 1–4.) 
Deterministiset kuormat voidaan edelleen jakaa jaksolliseen ja jaksottomaan kategoriaan. 
Yksinkertaisin jaksollinen kuorma on sinifunktion muotoinen. Tyypillisesti pyörivät epä-
keskot koneet aiheuttavat tällaista jaksollista kuormitusta. Jaksottomiin kuormiin laske-
taan lyhytkestoiset impulssikuormat (mm. räjähdyksistä) sekä pitkäkestoiset, yleiset 
kuormat (mm. maanjäristyksistä). Tässä tutkimuksessa keskitytään dynaamisiin jaksolli-
siin kuormiin, joiden aikariippuvuus tunnetaan. 
3.1 Yhden vapausasteen systeemi 
Yksinkertaisin tapa kuvata värähtelyä on tarkastella jousta, jonka toinen pää on kiinnitetty 
kiinteään kohteeseen ja jonka toisessa päässä on jokin massa. Tällaista systeemiä kutsu-
taan yhden vapausasteen värähtelijäksi, missä värähtely tapahtuu nimensä mukaisesti 
vain yhdessä liikesuunnassa. 
3.1.1 Vapaa värähtely 
Vapaaksi värähtelyksi eli ominaisvärähtelyksi kutsutaan toistuvaa liikettä, joka syntyy, 
kun systeemi poikkeutetaan stabiilista tasapainoasemastaan ja päästetään vapaaseen liik-
keeseen, jolloin palautusvoimat pyrkivät saamaan systeemin takaisin tasapainoasemaan 
(Salmi & Virtanen 2006, s. 373). Tutkitaan jousi-massa-systeemiä, jossa itse jousi olete-
taan massattomaksi ja pinta kitkattomaksi. Tällaista systeemiä kutsutaan yksinkertaiseksi 
harmoniseksi värähtelijäksi tai vaimentamattomaksi yhden vapausasteen systeemiksi. 
(Inman 2007, s. 5–10.)  
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Kuva 10. Kitkattoman jousi-massa-systeemin vapaakappalekuva (Inman 
2007, s. 7). 
Kuvan 10 perusteella systeemin liikeyhtälö x-akselin suunnassa on 
𝑚?̈?(𝑡)  =  −𝑘𝑥(𝑡),                (3.1) 
missä 𝑚 on kappaleen massa, 𝑘 on jousen jousivakio, ?̈?(𝑡) on kappaleen kiihtyvyys ajan 
funktiona ja 𝑥(𝑡) on kappaleen siirtymä ajan funktiona. Yhtälön (3.1) voimassaolo edel-
lyttää, että jousen liike pysyy lineaarisella alueella. Yhtälö on differentiaaliyhtälö, joka 
täten voidaan ratkaista usealla eri tavalla. Tässä esitetyssä ratkaisutavassa ratkaisuyrit-
teeksi valitaan 
𝑥(𝑡)  =  𝐴 sin(ω𝑛𝑡 + Φ),              (3.2) 
missä vakio 𝐴 on värähtelyliikkeen amplitudi, ω𝑛 on ominaiskulmataajuus, 𝑡 on aika ja 
Φ vaihekulma. Yrite (3.2) on kyseisen kaltainen, koska oletettavasti liike on jaksollista ja 
sinifunktio kuvaa värähtelyä. Yritteen ensimmäinen derivaatta eli kappaleen nopeus on 
?̇?(𝑡)  =  ω𝑛𝐴 cos(ω𝑛𝑡 + Φ).            (3.3) 
Derivoimalla kappaleen nopeus (3.3) saadaan yritteen toinen derivaatta eli kappaleen 
kiihtyvyys 
?̈?(𝑡) =  −ω𝑛
2𝐴 sin(ω𝑛𝑡 + Φ).            (3.4) 
Sijoitetaan yhtälöt (3.2) ja (3.4) systeemin liikeyhtälöön (3.1), jolloin saadaan 
−𝑚ω𝑛
2𝐴 sin(ω𝑛𝑡 + Φ) = −𝑘𝐴 sin(ω𝑛𝑡 + Φ).         (3.5) 
Kun yhtälö (3.5) jaetaan puolittain massalla 𝑚 ja amplitudilla 𝐴, nähdään, että yhtälö 
toteutuu, kun ω𝑛
2 =
𝑘
𝑚
. Täten alkuperäinen ratkaisuyrite (3.2) on liikeyhtälön ratkaisu. 
Määritetään vielä vakiot 𝐴 ja Φ, jotka kuvaavat jousi-massa-systeemin alkuehtoja. Sys-
teemin alkuasema 𝑥0 on 
𝑥0 =  𝑥(0) = 𝐴 sin(ω𝑛0 + Φ) = 𝐴 sin(Φ)          (3.6) 
22 
ja alkunopeus 𝑣0 
𝑣0 = ?̇?(0) = ω𝑛𝐴 cos(ω𝑛0 + Φ) = ω𝑛𝐴 cos(Φ).        (3.7) 
Ratkaistaan yhtälöistä (3.6) ja (3.7) vakiot 𝐴 ja Φ, jotka saadaan muotoon 
𝐴 =
√ω𝑛
2𝑥02+𝑣02
ω𝑛
              (3.8) 
Φ = tan−1
ω𝑛𝑥0
𝑣0
.                     (3.9) 
Sijoittamalla vakiot (3.8) ja (3.9) liikeyhtälön ratkaisuun (3.2), jousi-massa-systeemin rat-
kaisu saadaan lopulliseen muotoon 
𝑥(𝑡) =  
√ω𝑛
2𝑥02+𝑣02
ω𝑛
sin (ω𝑛𝑡 + tan
−1 ω𝑛𝑥0
𝑣0
).                  (3.10) 
Ratkaisua (3.10) kutsutaan systeemin vapaan värähtelyn vasteeksi, koska systeemiin ei 
vaikuta ulkoisia voimia ajanhetken 𝑡 = 0 jälkeen. Jousi-massa-systeemin liikettä kutsu-
taan yksinkertaiseksi harmoniseksi liikkeeksi tai värähtelyliikkeeksi. 
 
Kuva 11. Vaimentamattoman vapaan värähtelyn vaste (Chopra 2011, s. 40). 
Vapaan värähtelyn vaste (3.10) on piirretty kuvaan 11 ja siitä nähdään, miten systeemi 
värähtelee tasapainoaseman ympärillä. Siirtymä-aika-kuvaajan osa a-b-c-d-e kuvaa va-
paan värähtelyn yhtä sykliä (Chopra 2011, s. 40–41). Mikäli nopeus- ja kiihtyvyysfunktio 
piirrettäisiin samaan kuvaan, nähtäisiin, että nopeus on 90° ja kiihtyvyys 180° siirtymä-
kuvaajaa edellä.  
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Aikaa, joka kuluu värähtelijän yhteen sykliin, kutsutaan ominaisvärähdysajaksi 𝑇𝑛, joka 
määritellään 
𝑇𝑛 =
2𝜋
ω𝑛
.              (3.11) 
Ominaisvärähdysajan käänteisarvoa kutsutaan systeemin ominaistaajuudeksi 
𝑓𝑛 =
1
𝑇𝑛
=
ω𝑛
2𝜋
.            (3.12) 
Systeemin ominaisvärähdysaika (3.11), ominaistaajuus (3.12) sekä ominaiskulmataajuus 
riippuvat vain systeemin massasta ja jäykkyydestä, eivät alkuehdoista kuten amplitudi. 
Nämä suureet kuvaavatkin systeemin ominaisuuksia. Suurempi jäykkyys tarkoittaa suu-
rempaa systeemin ominaistaajuutta ja lyhyempää ominaisvärähdysaikaa, kun taas suu-
rempi massa pienentää ominaistaajuutta ja pidentää ominaisvärähdysaikaa.  
3.1.2 Vaimennettu vapaa värähtely 
Kappaleessa 3.1.1 esitetyn jousi-massa-systeemin vasteen mukaan systeemi värähtelee 
ikuisesti. Todellisuudessa ei näin ole vaan värähtely vaimenee vähitellen. Yhden vapaus-
asteen systeemin massa ja jousivakio ovat helposti määritettävissä, mutta vaimennus on 
usein monimutkainen ilmiö. Vaikka todellisissa rakenteissa vaimennus johtuu useasta sa-
maan aikaan energiaa kuluttavasta mekanismista, matemaattisesti kätevä lähestymistapa 
on mallintaa ne ekvivalenttina viskoosina vaimennuksena eli nestevaimennuksena, jol-
loin systeemin rakennemalliin lisätään vaimenninelementti (Chopra 2011, s. 39). Viskoo-
sin vaimennuksen lisäksi muita vaimennusmalleja ovat Coulombin vaimennus eli kitka-
vaimennus sekä rakenteellinen vaimennus. Kun systeemin liikeyhtälössä (3.1) huomioi-
daan viskoosi vaimennus, yhtälö saa muodon 
m?̈?(𝑡) + 𝑐?̇?(𝑡) + 𝑘𝑥(𝑡) =  0,          (3.13) 
missä 𝑐 on vaimennuskerroin. Yhtälö (3.13) on vaimennetun yhden vapausasteen systee-
min liikeyhtälö. (Inman 2007, s. 19–26.) Käytetään yhtälön ratkaisemiseen ratkaisuyri-
tettä 𝑥(𝑡) = 𝑎𝑒𝜆𝑡, missä 𝑎 ja 𝜆 ovat nollasta poikkeavia vakioita. Kun ratkaisuyrite sijoi-
tetaan liikeyhtälöön, saadaan yhtälö muotoon 
(𝑚𝜆2 + 𝑐𝜆 + 𝑘)𝑎𝑒𝜆𝑡 =  0.           (3.14) 
Koska tiedetään, että 𝑎𝑒𝜆𝑡 ≠ 0, yhtälö (3.14) yksinkertaistuu muotoon 
𝑚𝜆2 + 𝑐𝜆 + 𝑘 =  0.           (3.15) 
Näin saatu yhtälö (3.15) on nimeltään karakteristinen yhtälö. Toisen asteen yhtälön rat-
kaisukaava johtaa kahteen ratkaisuun 
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𝜆1,2 = −
𝑐
2𝑚
∓
1
2𝑚
√𝑐2 − 4𝑘𝑚.          (3.16) 
Tavallisesti nämä ratkaisut esitetään dimensiottoman suhteellisen vaimennuskertoimen ξ
avulla, joka määrittää vaimennuksen asteen. 
ξ =
𝑐
𝑐𝑐𝑟
=
𝑐
2𝑚ω𝑛
=
𝑐
2√𝑘𝑚
,           (3.17) 
missä 𝑐𝑐𝑟 = 2𝑚ω𝑛 = 2√𝑘𝑚 on kriittinen vaimennuskerroin. Nyt karakteristisen yhtälön 
ratkaisu (3.16) voidaan kirjoittaa muodossa 
𝜆1,2 = −ξω𝑛 ∓ω𝑛√ξ2 − 1.          (3.18) 
Suhteellinen vaimennuskerroin (3.17) määrittää ovatko yhtälön (3.18) juuret reaaliset vai 
kompleksiset liittoluvut. Kun suhteellinen vaimennuskerroin on vähemmän kuin 1 (0 <
ξ < 1), yhtälön diskriminantti  ξ2 − 1 on negatiivinen, jolloin juuret ovat kompleksisia 
liittolukuja. Tällaista systeemiä kutsutaan alivaimennetuksi tai alikriittisesti vaimenne-
tuksi ja se on tyypillinen monissa mekaanisissa systeemeissä. Alikriittisesti vaimennetun 
systeemin juuret ovat 
𝜆1,2 = −ξω𝑛 ∓ω𝑛√1 − ξ2𝑗,          (3.19) 
missä 𝑗 = √−1. Sijoittamalla ratkaisut (3.19) kappaleen alussa esitettyyn ratkaisuyrittee-
seen 𝑥(𝑡) = 𝑎𝑒𝜆𝑡 , saadaan kaksi ratkaisua. Koska systeemin liikeyhtälö (3.13) on lineaa-
rinen, kahden ratkaisun summa on myös ratkaisu, jolloin 
𝑥(𝑡) = 𝑒−ξω𝑛𝑡 (𝑎1𝑒
𝑗√1−ξ2ω𝑛𝑡 + 𝑎2𝑒
−𝑗√1−ξ2ω𝑛𝑡),       (3.20) 
missä 𝑎1 ja 𝑎2 ovat mielivaltaisia kompleksisia integrointivakioita. Käyttämällä Eulerin 
kaavaa, yhtälö (3.20) on mahdollista kirjoittaa yksinkertaisempaan muotoon 
𝑥(𝑡)  =  𝐴𝑒−ξω𝑛𝑡 sin(ω𝑑𝑡 + Φ),          (3.21) 
jossa 𝐴 ja Φ ovat integrointivakioita ja ω𝑑 = ω𝑛√1 − ξ2 on vaimennettu ominaiskulma-
taajuus. Vakiot määritetään systeemin alkuehtojen avulla samalla tavalla kuin vaimenta-
mattoman systeeminkin.  
𝑥0 =  𝑥(0) = 𝐴𝑒
−ξω𝑛0 sin(ω𝑑0 + Φ) = 𝐴 sin(Φ).       (3.22) 
Yhtälöstä (3.22) nähdään, että 𝐴 = 𝑥0/ sin(Φ). Sijoittamalla se yhtälön (3.21) derivaat-
tayhtälöön saadaan 
𝑣0 = ?̇?(0) = −ξω𝑛𝐴𝑒
−ξω𝑛0 sin(ω𝑑0 + Φ) + ω𝑑𝐴𝑒
−ξω𝑛0 cos(ω𝑑0 + Φ) =
−ξω𝑛𝑥0 +ω𝑑𝑥0 cot(Φ).          (3.23) 
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Ratkaistaan yhtälöstä (3.23) tan(Φ) =
ω𝑑𝑥0
𝑣0+ξω𝑛𝑥0
, jolloin sin(Φ) =
ω𝑑𝑥0
√(𝑣0+ξω𝑛𝑥0)2+(ω𝑑𝑥0)2
 
ja integrointivakiot näin ollen ovat 
𝐴 = √
(𝑣0+ξω𝑛𝑥0)2+(ω𝑑𝑥0)2
ω𝑑2
 𝑗𝑎 Φ =  tan−1
ω𝑑𝑥0
𝑣0+ξω𝑛𝑥0
.       (3.24) 
Sijoittamalla vakiot (3.24) liikeyhtälön ratkaisuun (3.21) saadaan vaimennetun systeemin 
vasteen funktio. Funktion kuvaaja (kuva 12) muodostuu verhokäyrien väliin, jotka ovat 
muotoa 𝑥(𝑡) =  ∓𝐴𝑒−ξω𝑛𝑡 (Salmi & Virtanen 2006, s. 382). Vaimennus suurentaa sys-
teemin ominaisvärähdysaikaa ja pienentää ominaiskulmataajuutta.  
 
Kuva 12. Vaimenematon ja alivaimennettu vapaa värähtely (Chopra 2011, s. 
50). 
Kun suhteellinen vaimennuskerroin on suurempi kuin 1 (ξ > 1), yhtälön diskriminantti  
ξ2 − 1 on positiivinen, jolloin juuret ovat reaalisia.  Tällaista systeemiä kutsutaan ylivai-
mennetuksi tai ylikriittisesti vaimennetuksi. Ylikriittisesti vaimennetut rakenteelliset sys-
teemit ovat epätavallisia normaaliolosuhteissa, mutta kuitenkin mahdollisia (Clough & 
Penzien 2003, s. 32). Ylikriittisesti vaimennetun systeemin juuret ovat  
𝜆1,2 = −ξω𝑛 ∓ω𝑛√ξ2 − 1.          (3.25) 
Koska molemmat juuret (3.25) ovat negatiivisia, liike lähenee asymptoottisesti tasapai-
noasemaansa (Salmi & Virtanen 2006, s. 380). Tällöin liikeyhtälön ratkaisu tulee muo-
toon  
𝑥(𝑡) = 𝑒−ξω𝑛𝑡 (𝑎1𝑒
−ω𝑛√ξ2−1𝑡 + 𝑎2𝑒
ω𝑛√ξ2−1𝑡).       (3.26) 
Integrointivakiot 𝑎1 ja 𝑎2 ratkaistaan samalla tavalla kuin vaimentamattoman systeemin 
tapauksessa alkuehdoista. Tässä tapauksessa ne ovat 
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 𝑎1 =
−𝑣0+(−ξ+√ξ2−1)ω𝑛𝑥0
2ω𝑛√ξ2−1
 𝑗𝑎 𝑎2 =
𝑣0+(ξ+√ξ2−1)ω𝑛𝑥0
2ω𝑛√ξ2−1
.       (3.27) 
Sijoittamalla vakiot (3.27) liikeyhtälön ratkaisuun (3.26), tuloksena on ylikriittisesti vai-
mennetun systeemin ei-värähtelevän vasteen funktio. Liike ei siis toisin sanoen ole vä-
rähtelyä.  
Erikoistapauksessa ξ = 1 diskriminantti on 0. Tätä kutsutaan kriittiseksi vaimennukseksi 
ja se erottaa värähtelyliikkeen ei-värähtelevästä liikkeestä. Kriittisen vaimennuksen juu-
ret ovat 𝜆1,2 = −ω𝑛 ja liikeyhtälön ratkaisu 
𝑥(𝑡) = ( 𝑎1 + 𝑎2𝑡)𝑒
−ω𝑛𝑡.          (3.28) 
Jälleen yhtälön (3.28) vakioiden 𝑎1 ja 𝑎2 arvot saadaan määritettyä alkuehtojen mukaan. 
Vakioiden arvoiksi saadaan 
𝑎1 = 𝑥0  ja 𝑎2 = 𝑣0 + 𝑥0ω𝑛.           (3.29) 
Kun vakiot (3.29) on sisällytetty liikeyhtälön ratkaisuun, voidaan funktion kuvaaja piirtää 
ja todeta, että kriittisesti vaimennettu systeemi lähenee ylikriittisesti vaimennettua sys-
teemiä nopeammin tasapainoasemaansa, kun alkuehdot ovat samat (Salmi & Virtanen 
2006, s. 381). 
 
Kuva 13. Yli-, ali- ja kriittisesti vaimennetun systeemin vaste (Chopra 2011, 
s. 49). 
Sekä yli-, ali- että kriittisesti vaimennetun systeemin vasteet on esitetty kuvassa 13. Tästä 
on helposti nähtävissä, että vain alikriittisesti vaimennetun systeemin vaste on värähtelyä. 
Kriittisesti vaimennetun systeemin kuvaajaa esittää systeemin pienintä vaimennuksen ar-
voa, joka johtaa värähtelemättömään liikkeeseen. Kriittistä värähtelyä hyödynnetään mo-
nissa sovelluksissa, joissa epätoivottu värähtely halutaan minimoida.  
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3.1.3 Vaimenematon pakkovärähtely 
Pakkovärähtelyssä palautusvoimien lisäksi systeemiin kohdistuu jaksollisesti muuttuvia 
pakkovoimia eli herätteitä (Salmi & Virtanen 2006, s. 373). Tarkastellaan kappaleen 3.1.1 
kaltaista vaimentamatonta systeemiä, mutta nyt harmoninen, ulkoinen voima vaikuttaa 
kappaleeseen. Harmonista voimaa 𝐹(𝑡) voidaan mallintaa sinifunktion, kosinifunktion 
sekä kompleksisen eksponenttifunktion avulla. (Inman 2007, s. 103–107.) Annetaan sen 
tässä olla muotoa 
𝐹(𝑡)  =  𝐹0 cosω𝑡,            (3.30) 
missä 𝐹0 on herätteen amplitudi ja ω herätteen kulmataajuus. Kun harmoninen voima 
(3.30) sijoitetaan vaimentamattoman systeemin liikeyhtälöön (3.1), yhtälö saa muodon  
m?̈?(𝑡) + 𝑘𝑥(𝑡) =  𝐹0 cosω𝑡.           (3.31) 
Jakamalla liikeyhtälö (3.31) massalla 𝑚, saadaan 
?̈?(𝑡) + ω𝑛
2𝑥(𝑡) =  𝑓0 cosω𝑡,           (3.32) 
missä 𝑓0 =
𝐹0
𝑚
. Differentiaaliyhtälö (3.32) voidaan ratkaista usealla tavalla. Usein ratkaisu 
löydetään valitsemalla ratkaisuyritteeksi herätevoiman kanssa samaa muotoa oleva funk-
tio: 
𝑥𝑝(𝑡)  =  𝑋 cosω𝑡,            (3.33) 
missä 𝑥𝑝 on yksittäisratkaisu ja 𝑋 on pakkovärähtelyn vasteen amplitudi. Ratkaisuyrite 
(3.33) ja sen toinen derivaatta −ω2𝑋 cosω𝑡 sijoitetaan liikeyhtälöön (3.31). Tuloksena 
on  
−ω2𝑋 cosω𝑡 + ω𝑛
2𝑋 cosω𝑡 =  𝑓0 cosω𝑡,        (3.34) 
josta ottamalla yhteinen tekijä yhtälö (3.34) yksinkertaistuu muotoon 
(−ω2𝑋 + ω𝑛
2𝑋 − 𝑓0) cosω𝑡 = 0.         (3.35) 
Tukeutumalla tietoon, että cosω𝑡 ei voi olla 0 kaikilla ajan hetkillä, saadaan edellisestä 
yhtälöstä (3.35) ratkaistua amplitudi 𝑋. 
𝑋 =
𝑓0
ω𝑛
2−ω2
,            (3.36) 
jossa ω𝑛 ≠ ω. Kun tämä ehto on voimassa, yksittäisratkaisu saadaan sijoittamalla ampli-
tudin (3.36) arvo ratkaisuyritteen (3.33) lausekkeeseen: 
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𝑥𝑝(𝑡)  =  
𝑓0
ω𝑛
2−ω2
cosω𝑡.          (3.37) 
Systeemin ollessa lineaarinen kokonaisratkaisu on homogeenisen ratkaisun (3.2) ja yksit-
täisratkaisun (3.37) summa 
𝑥(𝑡) = 𝐴1 sinω𝑛𝑡 +𝐴2 cosω𝑛𝑡 +
𝑓0
ω𝑛
2−ω2
cosω𝑡,      (3.38) 
missä 𝐴1 ja 𝐴2 ovat integrointivakioita, jotka määritellään alkuehtojen perusteella, kuten 
vapaan värähtelyn tapauksessa. 
𝑥0 =  𝑥(0) = 𝐴2 +
𝑓0
ω𝑛
2−ω2
           (3.39) 
𝑣0 = ?̇?(0) = ω𝑛𝐴1           (3.40) 
Ratkaisemalla integrointivakiot yhtälöistä (3.39) ja (3.40) ja sijoittamalla ne yhtälöön 
(3.38), saadaan vaimentamattoman systeemin pakkovärähtelyn vasteeksi 
𝑥(𝑡) =
𝑣0
ω𝑛
sinω𝑛𝑡 + (𝑥0 −
𝑓0
ω𝑛
2−ω2
) cosω𝑛𝑡 +
𝑓0
ω𝑛
2−ω2
cosω𝑡.    (3.41) 
Yhtälö (3.41) ei ole voimassa, mikäli herätteen kulmataajuus on sama kuin systeemin 
ominaiskulmataajuus. Resonanssissa, joka on kenties värähtelyanalyysin tärkein käsite, 
herätteen kulmataajuus lähenee systeemin ominaiskulmataajuutta ja värähtelyn amplitudi 
kasvaa hyvin voimakkaasti. Vaimentamattomassa resonanssivärähtelyssä systeemin 
vaste kasvaa ajan mukana rajatta. Mikäli resonanssivärähtelyt pääsevät syntymään, sys-
teemi voi vaurioitua värähtelyn jatkuessa, minkä johdosta resonanssin syntyminen on väl-
tettävä. 
3.1.4 Vaimeneva pakkovärähtely 
Kuten kappaleessa 3.1.2 todettiin, todellisissa systeemeissä on aina vaimennusta. Tarkas-
tellaan yhden vapausasteen vaimennettua systeemiä, johon kohdistuu herätevoima. Lii-
keyhtälö on  
m?̈?(𝑡) + 𝑐?̇?(𝑡) + 𝑘𝑥(𝑡) =  𝐹0 cosω𝑡.         (3.42) 
Kun liikeyhtälö (3.42) jaetaan massalla, se saa vastaavan muodon kun vaimentamattoman 
pakkovärähtelyn tapauksessa: 
?̈?(𝑡) + 2ξω𝑛?̇?(𝑡) + ω𝑛
2𝑥(𝑡) =  𝑓0 cosω𝑡.      (3.43) 
Yksittäisratkaisun laskenta vaimennetulle systeemille etenee samoin kuin vaimentamat-
toman pakkovärähtelyn kohdalla ja sen oletetaan olevan muotoa 
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𝑥𝑝(𝑡)  =  𝑋 cos(ω𝑡 − θ).            (3.44) 
Vaihekulma on yhtälössä mukana vaimennuksen takia. Oletettu yksittäisratkaisu (3.44) 
voidaan kirjoittaa muodossa  
𝑥𝑝(𝑡) = 𝐴𝑠cosω𝑡 + 𝐵𝑠𝑠𝑖𝑛ω𝑡,          (3.45) 
missä vakiot ovat 𝐴𝑠 = 𝑋 cos θ ja 𝐵𝑠 = 𝑋 sin θ. Sijoittamalla oletetun yksittäisratkaisun 
(3.45) derivaatat liikeyhtälöön (3.43), tuloksena on 
(−ω2𝐴𝑠 + 2ξω𝑛ω𝐵𝑠 +ω𝑛
2𝐴𝑠 − 𝑓0)cosω𝑡 + (−ω
2𝐵𝑠 − 2ξω𝑛ω𝐴𝑠 +ω𝑛
2𝐵𝑠)𝑠𝑖𝑛ω𝑡 = 0               
                           (3.46) 
 
Yhtälön (3.46) on oltava voimassa jokaisella ajan hetkellä: Hetkellä 𝑡 =
𝜋
2ω
 kerroin 𝑠𝑖𝑛ω𝑡 
häviää ja hetkellä 𝑡 = 0 kerroin cosω𝑡 häviää.  
{
(ω𝑛
2 −ω2)𝐴𝑠 + (2ξω𝑛ω)𝐵𝑠 = 𝑓0
(−2ξω𝑛ω)𝐴𝑠 + (ω𝑛
2 −ω)𝐵𝑠 = 0 
         (3.47) 
Yhtälöparista (3.47) saadaan tuntemattomille kertoimille ratkaisut 
𝐴𝑠 =
(ω𝑛
2−ω2)𝑓0
(ω𝑛
2−ω2)2+(2ξω𝑛ω)2
           (3.48) 
𝐵𝑠 =
2ξω𝑛ω𝑓0
(ω𝑛
2−ω2)2+(2ξω𝑛ω)2
.            (3.49) 
Yksittäisratkaisun lopulliseen muotoon päästään sijoittamalla arvot (3.48) ja (3.49) yksit-
täisratkaisun yhtälöön (3.44), jossa 𝑋 = √𝐴𝑠
2 + 𝐵𝑠
2 ja θ = tan−1
𝐵𝑠
𝐴𝑠
.  
𝑋 =
𝑓0
√(ω𝑛
2−ω2)2+(2ξω𝑛ω)2
 ja θ = tan−1
2ξω𝑛ω
ω𝑛
2−ω2
.       (3.50) 
Lopullinen vaimennetun pakkovärähtelyn kokonaisratkaisu on homogeenisen ratkaisun 
ja yksittäisratkaisun summa. Homogeenisen ratkaisun kertoimet 𝐴 ja Φ ratkaistaan al-
kuehtojen mukaan samalla menettelyllä kuin vaimentamattoman systeemin tapauksessa 
kappaleessa 3.1.2. Kertoimiksi saadaan 
𝐴 =
𝑥0−𝑋cosθ
sinθ
 ja Φ =  tan−1
ω𝑑(𝑥0−𝑋 cosθ)
𝑣0+(𝑥0−𝑋cosθ)ξω𝑛−ω𝑋sinθ
.      (3.51) 
Merkittävä huomio on, että kertoimet (3.51) eivät ole samat kuin vapaan värähtelyn ta-
pauksessa. Alikriittisesti vaimennetun systeemin tapauksessa kokonaisratkaisu on nyt 
muotoa 
𝑥(𝑡)  =  𝐴𝑒−ξω𝑛𝑡 sin(ω𝑑𝑡 + Φ) +𝑋 cos(ω𝑡 − θ),       (3.52) 
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johon kertoimet (3.50) ja (3.51) sijoitetaan. Isoilla 𝑡:n arvoilla kokonaisratkaisun (3.52) 
homogeeninen osa lähestyy nollaa, jolloin kokonaisratkaisu lähestyy yksittäisratkaisun 
arvoa. Tästä syystä yksittäisratkaisua kutsutaankin pysyvän värähtelyn vasteeksi. (Inman 
2007, s. 114–117.) 
 
Kuva 14. Alikriittisesti vaimennetun systeemin pakkovärähtelyn vaste 
(Chopra 2011, s. 73). 
Kuvassa 14 on havainnollistettu pakkovärähtelyn homogeenisen osan eli transientin vas-
teen eksponentiaalista pienenemistä ajan myötä. Transientti on värähtelyn ominaisväräh-
telyn osuus ja pysyvä värähtely pakkovärähtelyn osuus. Tilanteesta riippuen homogeeni-
nen osa voi kutistua merkityksettömän pieneksi hyvinkin nopeasti, suurilla vaimennuksen 
arvoilla sekunnin murto-osissa. Tällaisissa tapauksissa se voidaan jättää kokonaan huo-
miotta tarkastelusta ja keskittyä vain pysyvään värähtelyyn. Toisaalta pienillä suhteelli-
sen vaimennuskertoimen arvoilla transientin vaikutus voi kestää niin kauan, että se on 
tilanteen kannalta merkittävä eikä sitä voida jättää huomiotta. Erityisesti transientti vaste 
voi olla hyvinkin merkittävä, mikäli sen amplitudi on suhteellisen suuri. Suurin amplitudi 
voidaan siis saavuttaa ennen kuin systeemi on päässyt pysyvän värähtelyn tilaan. (Chopra 
2011, s. 73–76).  
Kuvasta 15 käy ilmi, että vaimennetussa systeemissä resonanssitilanne ei aiheuta siirty-
mävasteen rajatonta kasvua kuten vaimentamattoman systeemin tapauksessa vaan vai-
mennus rajaa vasteen tiettyyn arvoon. Amplitudi kasvaa ajan myötä verhokäyrien mukai-
sesti lähestyen pysyvien värähtelyjen vasteen amplitudia. Tärkeä huomio tästä on, että 
pysyvien värähtelyjen vasteen amplitudi on voimakkaasti riippuvainen suhteellisesta vai-
mennuskertoimesta. Mitä kevyempi vaimennus on, sitä enemmän syklejä tarvitaan saa-
vuttamaan tietty prosenttiosuus pysyvien värähtelyjen amplitudista.  
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Kuva 15. Vaimennetun systeemin pakkovärähtelyn resonanssivaste suhteelli-
sen vaimennuskertoimen arvolla ξ=0.05 (Chopra 2011, s. 75). 
Kertomalla ω2 ulos ja jakamalla arvolla 
𝐹0
𝑚
 yhtälön (3.50) pysyvän värähtelyn amplitudi 
ja vaihekulma voidaan muuttaa muotoon 
  𝑋 =
1
√(1−𝑟2)2+(2ξ𝑟)2
 ja θ = tan−1
2ξ𝑟
1−𝑟2
,                  (3.53) 
missä 𝑟 =
ω
ω𝑛
 on herätteen taajuuden ja systeemin ominaiskulmataajuuden suhde. Amp-
litudia 𝑋 kutsutaan nyt vahvistuskertoimeksi. 
Kuvassa 16 on esitetty vahvistuskertoimen ja vaihekulman kuvaajat. Vasteen amplitudia 
herätetaajuuden funktiona kutsutaan taajuusvastefunktioksi. Vaste on kuvattu eri suhteel-
listen vaimennuskertoimien arvoilla. Kun herätetaajuus lähestyy systeemin ominaiskul-
mataajuutta eli kun r lähestyy arvoa 1, amplitudi lähestyy maksimiarvoansa niissä tapauk-
sissa, kun vaimennus on suhteellisen pieni. Vastaavassa tilanteessa vaihekulma lähestyy 
90 astetta. Vaimennus pienentää vahvistuskerrointa ja täten vasteen amplitudia kaikilla 
herätetaajuuksilla. Tämän vähennyksen suuruus on voimakkaasti riippuvainen herätetaa-
juudesta. 
Derivoimalla vahvistuskertoimen lauseke (3.53) kulmataajuuden suhteen, saadaan sel-
ville, että vahvistuskertoimen ääriarvo ei ole resonanssikohdassa ω = ω𝑛, vaan kohdassa 
ω = ω𝑛√1 − 2ξ2, jolloin ääriarvo on 
𝑋𝑚𝑎𝑥 =
1
2ξ√1−ξ2
            (3.54) 
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Kuva 16. Vaimennetun systeemin vahvistuskerroin ja vaihekulma taajuussuh-
teen funktiona (Chopra 2011, s. 78). 
Tavallisesti kuitenkin sanotaan, että vaimenevankin värähtelyn resonanssi on kohdassa 
ω = ω𝑛, jolloin resonanssivahvistus 𝑋𝑟𝑒𝑠 =
1
2ξ
 on hieman maksimivahvistusta (3.54) pie-
nempi. (Salmi & Virtanen 2006, s. 395.) 
3.2 Usean vapausasteen systeemi 
Siirryttäessä yhden vapausasteen värähtelystä useamman vapausasteen värähtelyyn, on 
huomattava kaksi tärkeää ilmiötä. Ensinnäkin systeemin vapausasteiden määrä kertoo, 
kuinka monta ominaisarvoa systeemillä on. Lisäksi kahden tai useamman vapausasteen 
tapauksessa kuvaan astuvat ominaismuodot. Nämä käsitteet liittyvät olennaisesti matrii-
siteorian ominaisarvoihin ja ominaisvektoreihin ja täten synnyttävät tarpeen tarkastella 
useamman vapausasteen värähtelyongelmaa vektoreina ja matriiseina. (Inman 2007, s. 
270-271.) 
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3.2.1 Ominaisarvo-ongelma 
On useita tapoja ratkaista värähtelyongelma ominaisarvo-ongelman avulla. Tehokkain 
tapa tähän on laskea värähtelyongelma symmetrisenä ominaisarvo-ongelmana. Systee-
min massa- ja jäykkyysmatriisi ovat tavallisesti symmetrisiä ja siksi tämän symmetrisyy-
den säilyttäminen on luonteva lähestyminen värähtelyongelmaan. Ratkaisu perustuu sii-
hen, että koordinaattisysteemi muutetaan sellaiseksi, missä värähtelyongelma esitetään 
yksittäisenä symmetrisenä matriisina. (Inman 2007, s. 282-283.) 
Ominaisarvo-ongelma on mahdollista ratkaista myös muilla keinoin kuin symmetrisenä 
ominaisarvo-ongelmana. Muita ratkaisumahdollisuuksia ovat yleistetty ominaisarvo-on-
gelma sekä asymmetrinen ominaisarvo-ongelma. Usean vapausasteen systeemin tapauk-
sessa symmetrinen ominaisarvo-ongelma on näitä tehokkaampi tapa, sillä algoritmit muo-
dostavat normeeratut ominaisvektorit ilman ylimääräisiä laskuvaiheita ja vaadittava tie-
tokoneen suorituskyky on pienin kolmesta vaihtoehdosta. (Inman 2007, s. 294–295.) 
Aluksi tulee muodostaa systeemin liikeyhtälö. Usean vapausasteen vaimentamattoman 
systeemin liikeyhtälö on 
𝐌?̈? +  𝐊𝐱 =  𝟎,             (3.55) 
jossa 𝐌 on massamatriisi, 𝐊 on jäykkyysmatriisi, ?̈? on kiihtyvyysvektori, 𝐱 on siirtymä-
vektori ja 𝟎 on nollavektori. Mikäli systeemillä on n vapausastetta, matriisit ovat muotoa 
n x n ja vektorit n x 1. (Inman 2007, s. 284.) 
Systeemin alkuperäinen koordinaattisysteemi määritellään siis muuttujan 𝑥 avulla. Mää-
ritetään uusi koordinaattisysteemi muuttujan 𝑞 avulla. Muunnos näiden välillä tapahtuu 
massamatriisin käänteisen neliöjuuren avulla, jolloin vektori 𝐱 ilmaistaan 
𝐱 = 𝐌−𝟏/𝟐𝐪,              (3.56) 
jossa 𝐌−𝟏/𝟐 on massamatriisin käänteinen neliöjuuri ja 𝐪 on vakiovektori, joka kuvaa 
uutta koordinaattisysteemiä. Kun yhtälöön (3.55) sijoitetaan yhtälö (3.56) ja kerrotaan 
tämä yhtälö vielä massamatriisin käänteisellä neliöjuurella 𝐌−𝟏/𝟐, saadaan 
𝐌−
𝟏
𝟐𝐌𝐌−
𝟏
𝟐?̈?(𝑡) + 𝐌−
𝟏
𝟐𝐊𝐌−
𝟏
𝟐𝐪(𝑡) = 𝟎.         (3.57) 
Koska tiedetään, että 𝐌−
𝟏
𝟐𝐌𝐌−
𝟏
𝟐 on yksikkömatriisi, yhtälö (3.57) voidaan kirjoittaa 
muotoon 
𝐈?̈?(𝑡) + ?̃?𝐪(𝑡) = 𝟎,              (3.58) 
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missä ?̃? = 𝐌−
𝟏
𝟐𝐊𝐌−
𝟏
𝟐 on massanormeerattu jäykkyysmatriisi, joka on jäykkyysmatrii-
sin tavoin symmetrinen. Yhtälö (3.58) ratkaistaan käyttämällä ratkaisuyritteenä 𝐪(𝑡) =
𝐯ejωt, missä 𝐯 ≠ 𝟎 on vakiovektori. Jakamalla skalaarilla ejωt yhtälö saa muodon 
?̃?𝐯 = ω2𝐯,             (3.59) 
jossa ω on systeemin ominaistaajuus. Huomioitavaa on, että vakiovektori 𝐯 ei voi olla 
0, mikäli lopputuloksena on liikettä. Määritetään vielä λ = ω2, jolloin yhtälö (3.59) saa 
muodon  
?̃?𝐯 = λ𝐯,            (3.60) 
missä 𝐯 ≠ 𝟎. Yhtälö on tarkka esitys ominaisarvo-ongelmasta. Siinä vakiota λ, joka to-
teuttaa yhtälön, kutsutaan ominaisarvoksi ja vektoria 𝐯 ominaisvektoriksi. Ominaisvek-
torit, jotka toteuttavat yhtälön (3.60), ovat aina ortogonaalisia eivätkä koskaan saa arvoa 
nolla. Ominaisvektorit voidaan normeerata kaavalla 
𝐯𝒊
𝒏𝒐𝒓𝒎 =
𝟏
√𝐯𝒊
𝑻𝐯𝒊
𝐯𝒊,            (3.61) 
jolloin vektorien pituudeksi tulee 1.  
Seuraavassa kappaleessa on esitetty ominaisarvo-ongelman ratkaiseminen moodianalyy-
sin avulla, jossa normeerattuja ominaisvektoreita hyödynnetään. Moodianalyysin etu on 
matriisilaskennan helposti toteutettavissa oleva automatisointi ja se on helposti kirjoitet-
tavissa esimerkiksi yksinkertaisen laskentapohjan muotoon. Ominaisarvo-ongelma voi-
daan ratkaista myös erilaisin numeerisin menetelmin. 
3.2.2 Usean vapausasteen vaimentamaton systeemi 
Kuten aiemmin kerrottiin, laiteperustus pyritään mallintamaan yhden vapausasteen sys-
teeminä, mutta kytkettyjen värähtelymuotojen tapauksessa käytetään kahden vapausas-
teen systeemiä. Tässä kappaleessa esitetään useamman vapausasteen vaimentamattoman 
systeemin ratkaisu moodianalyysin avulla.  
Moodianalyysissa suoritetaan koordinaattimuunnos fyysisistä koordinaateista moodi-
koordinaatteihin ominaismuotomatriisin avulla. Tällä muunnoksella toisistaan riippuvat 
liikeyhtälöt saadaan muutettua ryhmäksi yhden vapausasteen yhtälöitä eli useamman va-
pausasteen ongelmat muuttuvat yhden vapausasteen ongelmiksi, jotka ovat yksinkertaista 
ratkaista. Lopuksi ominaismuotomatriisin avulla ratkaisu palautetaan takaisin fyysisiin 
koordinaatteihin, jotka vastaavat alkuperäistä ongelmaa. Moodianalyysissa olennaista on, 
että systeemin värähtelyn vaste voidaan ilmaista ominaismuotojen lineaarikombinaa-
tiona. (Inman 2007, s. 295–305.) 
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Kappaleessa 3.2.1 esitettiin keino määrittää systeemin ominaisvektorit ominaisarvo-on-
gelman avulla. Nämä ominaisvektorit tulee normeerata kaavan (3.61) mukaisesti. Kappa-
leessa esitettiin myös uusi koordinaattisysteemi muuttujan 𝑞 avulla (Inman 2007, s. 296–
305). Määritetään vielä yksi koordinaattisysteemi, jossa muuttujana on 𝑟. Tällöin 
𝐪(𝑡) = 𝐏𝐫(𝑡),              (3.62) 
missä 𝐏 = [𝐯𝟏 𝐯𝟐 𝐯𝟑 𝐯𝐧] on normeeratuista ominaisvektoreista koottu matriisi eli omi-
naisvektorimatriisi ja 𝐫 on vakiovektori, joka kuvaa uutta koordinaattisysteemiä. Systee-
min ominaisvektorit ratkaistaan ominaisarvo-ongelmana. Kun yhtälö (3.62) sijoitetaan 
aikaisemmin määritettyyn yhtälöön (3.58) ja kerrotaan ominaisvektorimatriisin transpoo-
silla, saadaan 
𝐏𝑻𝐏?̈?(𝑡) + 𝐏𝑻?̃?𝐏𝐫(𝑡) = 𝟎.          (3.63) 
Tiedetään, että 𝐏𝑻𝐏 on yksikkömatriisi, joten yhtälö (3.63) saa muodon 
𝐈?̈?(𝑡) + 𝚲𝐫(𝑡) = 𝟎,           (3.64) 
jossa 𝚲 = 𝐏𝑻?̃?𝐏 on spektrimatriisi. Spektrimatriisi on myös diagonaalimatriisi. 
Kirjoitetaan yhtälön (3.64) matriisit auki, jolloin se saa muodon  
[
1 0 ⋯ 0
0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 1
] [
?̈?1(𝑡)
?̈?2(𝑡)
⋮
?̈?𝑛(𝑡)
] +
[
 
 
 
ω1
2 0 ⋯ 0
0 ω2
2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ ω𝑛
2 ]
 
 
 
[
𝑟1(𝑡)
𝑟2(𝑡)
⋮
𝑟𝑛(𝑡)
] = [
0
0
⋮
0
].    (3.65) 
Nyt suorittamalla matriisilaskut, matriisiyhtälö (3.65) tiivistyy muotoon 
[
 
 
 
?̈?1(𝑡) + ω1
2𝑟1(𝑡)
?̈?2(𝑡) + ω2
2𝑟2(𝑡)
⋮
?̈?𝑛(𝑡) + ω𝑛
2𝑟𝑛(𝑡)]
 
 
 
= [
0
0
⋮
0
].          (3.66) 
Matriisiyhtälön (3.66) vektoreiden yhtäsuuruus voidaan erottaa omiksi yhtälöiksi 
?̈?1(𝑡) + ω1
2𝑟1(𝑡) = 0           
?̈?2(𝑡) + ω2
2𝑟2(𝑡) = 0  
           ⋮            (3.67) 
?̈?𝑛(𝑡) + ω𝑛
2𝑟𝑛(𝑡) = 0. 
Yhtälöitä (3.67) kutsutaan moodiyhtälöiksi. Jokainen näistä yhtälöistä riippuu vain yh-
destä koordinaatista ja täten jokainen niistä voidaan ratkaista toisista riippumattomasti. 
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Moodiyhtälöt kuvaavat systeemin alkuperäistä tilaa, joka täytyy myös muuttaa moodi-
koordinaatistoon. Alkuperäinen koordinaattisysteemi 𝑥(𝑡) muutetaan aiemmin määritet-
tyyn koordinaattisysteemiin 𝑞(𝑡), joka edelleen muutetaan moodikoordinaatistoon 𝑟(𝑡). 
Systeemin alkuperäinen siirtymä moodikoordinaatistossa saadaan kertomalla yhtälö 
(3.62) 𝐏𝑻:lla. Kun käytetään hyväksi tietoa 𝐏𝑻𝐏 = 𝐈, saadaan 
𝐫𝟎 = [
𝑟10
𝑟20
⋮
𝑟𝑛
] = 𝐏𝑻𝐪(0) = 𝐏𝑻𝐌
𝟏
𝟐𝐱0 = 𝐒
−𝟏𝐱0,        (3.68) 
missä 𝐱0 on systeemin alkutilan siirtymävektori ja 𝐒
−𝟏 = 𝐏𝑻𝐌
𝟏
𝟐  ominaismuotomatriisin 
käänteismatriisi. Ominaismuotomatriisin jokainen pystyrivi koostuu systeemin ominais-
muotovektoreista. Vastaavasti systeemin alkuperäinen nopeus moodikoordinaatistossa on 
?̇?𝟎 = [
?̇?10
?̇?20
⋮
?̇?𝑛0
] = 𝐏𝑻?̇?(0) = 𝐏𝑻𝐌
𝟏
𝟐?̇?0 = 𝐒
−𝟏?̇?0,         (3.69) 
missä ?̇?0 on systeemin alkutilan nopeusvektori. Ratkaistaan moodiyhtälöt (3.67) kuten 
yhden vapausasteen vaimentamattoman systeemin tapauksessa yhtälön (3.10) mukaisesti. 
Ratkaisussa käytetään siirtymävektorin (3.68) ja nopeusvektorin (3.69) arvoja, jolloin rat-
kaisuiksi saadaan 
𝑟1(𝑡) =
√ω1
2r10
2 +ṙ10
2
ω1
sin (ω1𝑡 + tan
−1 ω1𝑟10
𝑟10̇
)  
𝑟2(𝑡) =
√ω2
2r20
2 +ṙ20
2
ω2
sin (ω2𝑡 + tan
−1 ω2𝑟20
𝑟20̇
)  
             ⋮          (3.70) 
𝑟𝑛(𝑡) =
√ω𝑛
2r𝑛0
2 +ṙ𝑛0
2
ω𝑛
sin (ω𝑛𝑡 + tan
−1 ω𝑛𝑟𝑛0
𝑟𝑛0̇
). 
Yhtälöiden ominaistaajuudet ratkaistaan kappaleen 3.2.1 ominaisarvo-ongelman mukai-
sesti, jolloin ratkaisut moodikoordinaatistossa tunnetaan. Ratkaisujen palautus alkuperäi-
seen koordinaatistoon johdetaan sijoittamalla yhtälö (3.62) yhtälöön (3.56), jolloin 
𝐱 = 𝐌−
𝟏
𝟐𝐏𝐫(𝑡) = 𝐒𝐫(𝑡).           (3.71) 
Yhtälön (3.71) avulla muutetaan moodikoordinaatisto takaisin alkuperäiseen koordinaa-
tistoon. Näin on saatu ratkaistua systeemin siirtymät alkuperäisessä koordinaatistossa 
matriisimuunnosten avulla. 
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Moodianalyysin ratkaisu vaihe vaiheelta: 
1. Lasketaan systeemin massamatriisin käänteinen neliöjuurimatriisi 𝐌−𝟏/𝟐. 
2. Lasketaan systeemin massanormeerattu jäykkyysmatriisi ?̃? = 𝐌−
𝟏
𝟐𝐊𝐌−
𝟏
𝟐. 
3. Muodostetaan symmetrinen ominaisarvo-ongelma ?̃?𝐯 = λ𝐯 ja ratkaistaan systeemin 
ominaiskulmataajuudet ω𝑖 ja ominaisvektorit v𝑖. 
4. Normeerataan ominaisvektorit v𝑖 ja muodostetaan ominaisvektorimatriisi 𝐏 =
[𝐯𝟏 𝐯𝟐 𝐯𝟑 𝐯𝐧]. 
5. Lasketaan systeemin ominaismuotomatriisi 𝐒 = 𝐌−
𝟏
𝟐𝐏 ja sen käänteismatriisi 𝐒−𝟏 =
𝐏𝑻𝐌
𝟏
𝟐. 
6. Lasketaan systeemin alkutilan siirtymä- ja nopeusvektorit moodikoordinaatistossa 
𝐫𝟎 = 𝐒
−𝟏𝐱0 ja 𝐫?̇? = 𝐒
−𝟏𝐱0̇. 
7. Sijoitetaan 𝐫𝟎 ja 𝐫?̇? moodiyhtälöihin (3.70), jolloin saadaan ratkaisu moodikoordinaa-
tistossa. 
8. Muutetaan ratkaisu alkuperäiseen koordinaatistoon kertomalla se ominaismuotomat-
riisilla yhtälön 𝐱 = 𝐒𝐫(𝑡) mukaisesti.  
3.2.3 Usean vapausasteen vaimennettu systeemi 
Kun usean vapausasteen systeemin liikeyhtälössä huomioidaan myös vaimennus, liike-
yhtälö on muotoa 
𝐌?̈? +  𝐂?̇? +  𝐊𝐱 =  𝟎,                      (3.72) 
jossa C on vaimennusmatriisi ja ?̇? nopeusvektori. Vaimennuksen mallintamisen vaikeus 
syntyy siitä, että vaimennus synnyttää ylimääräisen kytkennän liikeyhtälöiden välille ja 
näitä toisiinsa kytkettyjä yhtälöitä ei voi aina erottaa toisistaan moodimuunnoksen avulla. 
Vaimennusmatriisin sisältävä liikeyhtälö pystytään ratkaisemaan moodianalyysillä, jos 
vaimennusmatriisi voidaan kirjoittaa massa- ja jäykkyysmatriisin lineaarikombinaationa 
C = 𝛼𝑀 + 𝛽𝐾. (Inman 2007, s. 317–323.) Tällaista vaimennusta kutsutaan Rayleigh-vai-
mennukseksi, josta on kerrottu tarkemmin kappaleessa 4.2. Moodiyhtälöt (3.67) saadaan 
nyt muotoon    
r̈𝑖(𝑡) + 2𝜉𝑖ω𝑖?̇?𝑖(𝑡) + ω𝑖
2𝑟𝑖(𝑡) = 0        𝑖 = 1,2… , 𝑛,                 (3.73) 
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missä 2𝜉𝑖ω𝑖?̇?𝑖(𝑡)on dissipaatiotermi ja 2𝜉𝑖ω𝑖 = 𝛼 + 𝛽ω𝑖
2. Yhtälön (3.73) ratkaisu laite-
perustuksien kannalta merkittävimmän eli alivaimennetun systeemin tapauksessa jokai-
sen vapausasteen osalta on sama kuin yhden vapausasteen vaimennetun systeemin rat-
kaisu (3.21) eli 
𝑟𝑖(𝑡) =  𝐴𝑖𝑒
−ξ𝑖ω𝑖𝑡 sin(ω𝑑𝑖𝑡 + Φ𝑖)          𝑖 = 1,2… , 𝑛.                 (3.74) 
Myös yhtälön (3.74) vakiot 𝐴𝑖 ja Φ𝑖 ovat samat jokaiselle vapausasteelle kuin yhden va-
pausasteen vaimennetun systeemin vakiot. Huomioitavaa on, että vakiot (3.24) eivät ole 
voimassa rajoittamattomalla systeemillä esiintyvän jäykän kappaleen ominaismuodon ta-
pauksessa, jolloin ominaistaajuus on 0. Tämä muoto ei ole todellinen värähtelymuoto. 
Myös vaimennettu ominaiskulmataajuus lasketaan jokaiselle vapausasteelle vastaavasti 
kuin yhden vapausasteen systeemin kohdalla ω𝑑𝑖 = ω𝑛𝑖√1 − ξ𝑖
2. Lopuksi ratkaisu muu-
tetaan takaisin todellisiin koordinaatteihin moodianalyysin avulla samaan tapaan kuin 
vaimentamattoman systeemin tapauksessa.   
3.2.4 Usean vapausasteen vaimennettu pakkovärähtely 
Kun vaimennettuun systeemiin vaikuttaa harmoninen pakkovoima, liikeyhtälö on 
𝐌?̈? +  𝐂?̇? +  𝐊𝐱 =  𝐅 cosω𝑡,                     (3.75) 
jossa 𝐅 on voimavektori. Myös useamman vapausasteen systeemin pakkovärähtelyn vaste 
voidaan ratkaista moodianalyysin avulla. Edetään liikeyhtälön (3.75) kanssa samalla ta-
valla kuin usean vapausasteen vaimennetun systeemin kanssa, jolloin saadaan sama yh-
tälö (3.76) kuin edellä mainitussa tapauksessa, mutta yhtälön oikealle puolelle tulee termi 
𝑓𝑖 cosω𝑡. (Inman 2007, s. 323–327.) 
r̈𝑖(𝑡) + 2𝜉𝑖ω𝑖?̇?𝑖(𝑡) + ω𝑖
2𝑟𝑖(𝑡) = 𝑓𝑖 cosω𝑡         𝑖 = 1,2… , 𝑛,                (3.76) 
Nyt jokaiselle vapausasteelle voidaan soveltaa samaa menettelyä kuin yhden vapausas-
teen pakkovärähtelylle. Alikriittiselle systeemille ratkaisut löydetään yhtälön (3.52) 
avulla. 
Kuten yhden vapausasteen pakkovärähtelyn tapauksessa, resonanssi esiintyy myös usean 
vapausasteen systeemeillä, jolloin harmoninen herätevoima virittää systeemin sen omi-
naistaajuuksilla. Nyt n vapausasteen systeemeillä esiintyy n ominaistaajuutta ja jokaiseen 
ominaistaajuuteen liittyy sen oma ominaismuoto. Ominaismuodot kuvaavat systeemin 
massojen suhteellisia siirtymiä, eivät absoluuttisia.  Mikäli voimavektori on ortogonaali-
nen ominaismuodon kanssa, resonanssia ei tapahdu.  
39 
4. GEODYNAMIIKKA 
Geodynamiikka (käytetään myös termiä maadynamiikka) on maamekaniikan sivuhaara, 
joka käsittelee maan käyttäytymistä dynaamisen jännityksen alaisena. Maamekaniikan 
isänä pidetään Karl Terzaghia, joka otti termin käyttöön vuonna 1925 julkaistussa kirjas-
saan Erdbaumechanik auf Bodenphysikalischer Grundlage. Teoksen julkaisusta lähtien 
maamekaniikan teoreettiset ja kokeelliset tutkimukset ovat kehittyneet nopeasti, vaikka 
tavallisesti suurin huomio onkin keskittynyt staattisiin kuormiin. Erityisesti Japanissa ja 
Intiassa on tehty uraauurtavaa tutkimusta geodynamiikan saralla. (Prakash 1981, s. 1.)  
Nykyaikaiset perustusten värähtelyjen analyysimenetelmät pyrkivät ottamaan huomioon 
perustuksen ja sitä tukevan maan välisen dynaamisen vuorovaikutuksen (Gazetas 1983, 
s. 4). Näiden metodien perusta on teoria, joka käsittelee aaltojen etenemistä elastisessa tai 
viskoelastisessa kiinteässä aineessa. Englanninkielisessä kirjallisuudessa maaperän ja ra-
kenteen välistä vuorovaikutusta eli sitä, kuinka rakenteen liike vaikuttaa maan vasteeseen 
ja päinvastoin, nimitetään termillä soil-structure-interaction (SSI). Tämän rinnalle on ke-
hitetty termit structure-soil-structure-interaction (SSSI), joka viittaa maaperän ja useam-
masta rakenteesta koostuvan systeemin vuorovaikutukseen, sekä foundation-soil-founda-
tion-interaction (FSFI), jolla viitataan perustuksen ja maan väliseen vuorovaikutukseen 
ilman päällysrakenteita. (Lou et al. 2011, s. 1724.) 
Herätteen aiheuttama perustuksen värähtely saa maaperässä aikaan aaltoliikettä, joka le-
viää perustuksen ja maan välisestä rajapinnasta kaikkiin suuntiin. Aallot käyvät läpi lu-
kuisia heijastuksia, taittumisia sekä muodonmuutoksia pinta-aalloiksi vapaan maanpin-
nan ja maakerrosten vaihtelevien jäykkyyksien johdosta. Suurin osa perustukselta välit-
tyvästä energiasta leviää ulospäin ja alaspäin suuntautuviksi aalloiksi, kun taas pieni 
osuus kuluu epäelastisiin muodonmuutoksiin maassa. (Gazetas 1991a, s. 553.)    
Värähtelystä syntyvien siirtymien maksimiamplitudit rajataan tyypillisesti hyvin pieniksi 
verrattaessa rajoitukseen, joka asetetaan staattisen kuorman aiheuttamalle perustuksen 
painumalle. Tästä seuraa, että useimmissa tapauksissa maan muodonmuutokset tapahtu-
vat elastisesti, mukaan lukien merkityksettömät epälineaarisuudet ja pysymättömät muo-
donmuutokset. Mahdollisia poikkeuksia ovat matalilla taajuuksilla sivusuunnassa väräh-
televät paaluperustukset ja matalien perustusten rotaatio vaaka-akselin ympäri. Täten lai-
teperustusten analyysissä näillä pienillä amplitudeilla maa oletetaan lineaarisesti vis-
koelastiseksi, jolloin materiaalista riippuva energian häviäminen mallinnetaan hysteree-
sivaimennuksena.  
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4.1 Aaltoliike maassa 
Aallot syntyvät jatkuvassa väliaineessa väliaineen häiritsemisestä. Kun kappaleeseen 
kohdistetaan voima, koko kappale ei häiriinny kuormitushetkellä. Osat lähimpänä kuor-
mituslähdettä altistuvat ensin ja syntyvät muodonmuutokset leviävät koko kappaleeseen 
jännitysaaltojen muodossa. Aaltojen eteneminen elastisessa väliaineessa on hyvin keskei-
nen teema geodynamiikassa, sillä aaltojen nopeudet riippuvat väliaineen elastisista omi-
naisuuksista. (Prakash 1981, s. 46–62.) 
Oletetaan, että ääretön väliaine, minkä läpi aallot kulkevat, on homogeeninen ja isotroop-
pinen. Tässä yhteydessä ei tarkemmin johdeta aaltojen nopeuksia, joiden teoria pohjautuu 
lujuusopin jännitys- ja muodonmuutostiloihin. Värähtelevä perustus synnyttää leikkaus-
aaltoja ja puristusaaltoja maahan. Leikkausaallot, joita kutsutaan myös S-aalloiksi, leviä-
vät nopeudella 𝑉𝑠, missä nopeus riippuu väliaineen leikkausmoduulista eli leikkausjäyk-
kyydestä 𝐺 ja tiheydestä 𝜌 yhtälön 
𝑉𝑠 = √
𝐺
𝜌
              (4.1) 
mukaisesti. Puristusaallot eli P-aallot, leviävät nopeudella 𝑉𝑝     
𝑉𝑝 = √
𝐸(1−𝜈)
𝜌(1+𝑣)(1−2𝜈)
,                         (4.2) 
missä 𝜈 on Poissonin luku ja 𝐸 kimmomoduuli. Kimmomoduuli, leikkausmoduuli ja Pois-
sonin luku eivät ole toisistaan riippumattomia vaan niille voidaan kirjoittaa yhteys (Salmi 
& Pajunen 2010, s. 57) 
𝐺 =
𝐸
2(1+𝑣)
.               (4.3) 
Yhtälön (4.3) mukaan siis maan parametreista 𝐺, 𝐸 ja 𝑣 on tunnettava vain 2, jolloin 3. 
parametri voidaan laskea. 
Yhtälöistä (4.1) ja (4.2) nähdään, että aallot, jotka edustavat erityyppisiä liiketiloja, ete-
nevät väliaineessa eri nopeuksilla. Elastisessa, äärettömässä väliaineessa esiintyy siis 
edellä mainittuja kahdentyyppisiä aaltoja, joita myös tilavuusaalloiksi kutsutaan. Käytän-
nössä kuitenkaan aaltojen jakauman tuntemisella tässä väliaineessa ei ole paljoakaan käy-
tännön hyötyä. Maanvaraisen perustuksen tapauksessa, rajoitusehdot rajaavat tarkastelun 
semi-äärettömään puoliavaruuteen, jolloin värähtelevän perustuksen alla syntyy myös 
muita aaltoja, joista merkittävimmät ovat Rayleigh- ja Love-aallot. Kaikki muut aallot 
riippuvat myös leikkausmoduulista ja Poissonin luvusta, sillä ne ovat S- ja P-aaltojen yh-
distelmiä. Kuvassa 17 on kuvattu värähtelevän, pyöreän anturan synnyttämien aaltojen 
leviämistä elastisen puoliavaruuden mallissa. 
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Kuva 17. Pyöreän anturan synnyttämän aaltojen jakautuminen homogeeni-
sessa, isotrooppisessa, elastisessa puoliavaruudessa (Woods 1968, s. 4). 
Kuvasta nähdään eri aaltojen etäisyys värähtelylähteestä suhteessa niiden nopeuteen vä-
liaineessa Poissonin luvun ollessa 𝜈 =
1
4
. Puristus- ja leikkausaallot leviävät säteittäisesti 
ulospäin värähtelevästä perustuksesta puolipallonmuotoisessa rintamassa, kun taas 
Rayleigh-aallot, joita myös R-aalloiksi tai pinta-aalloiksi kutsutaan, leviävät lieriönmuo-
toisessa rintamassa. Puristusaallon aiheuttama väliaineen partikkelin liikerata on aallon 
kulkusuunnan suuntainen työntö-vetoliike, kun taas leikkausaallon kohdalla partikkelin 
liike on poikittaista aallon kulkusuuntaan nähden. Rayleigh-aaltojen aiheuttama partikke-
lien liikemuoto on retrogradinen ellipsi. P- ja S-aaltojen varjostetut alueet viittaavat väli-
aineen partikkelin siirtymäamplitudin suhteelliseen arvoon perustuksen keskipisteestä 
alaspäin mitatun kulman funktiona.  
Taulukossa 2 on eritelty puristus- ja leikkausaallon nopeuksia erilaisille maalajeille. 
Taulukko 2. Puristus- ja leikkausaaltojen nopeuksia eri maalajeille. 
Maatyyppi 
Puristusaallon Leikkausaallon 
nopeus 𝑽𝒑 [m/s] nopeus 𝑽𝒔 [m/s] 
Hieno hiekka 300 90 – 150 
Tiivis hiekka 460 230 
Sora 762 180 – 215 
Kostea savi 1220 – 1370 150 
Graniitti 3960 – 5490 2130 – 3350 
Hiekkakivi 1370 – 3960 610 – 2130 
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Taulukosta nähdään, että puristusaallot etenevät leikkausaaltoja nopeammin, mutta no-
peusero riippuu voimakkaasti maalajista, tarkemmin sanoen maan Poissonin luvusta (Das 
& Ramana 2010, s. 80). Kun Poissonin luku lähestyy arvoa 0,5, lähestyy puristusaallon 
nopeus väliaineessa ääretöntä, kuten kuvasta 18 on havaittavissa. Rayleigh-aaltojen no-
peus on hieman leikkausaaltojen nopeutta pienempi. Materiaalin jäykkyyden kasvaessa 
kasvavat myös puristus- ja leikkausaaltojen nopeudet. 
 
Kuva 18. Puristus-, leikkaus- ja Rayleigh-aaltojen nopeuden riippuvuus Pois-
sonin luvusta semi-äärettömässä elastisessa väliaineessa (Prakash 1981, s. 
61). 
Maan liiketilaa jollakin etäisyydellä herätelähteestä on kuvattu kuvassa 19. Nopeimmin 
mittauspisteen saavuttaa väliaineessa eli maassa etenevä puristusaalto, jonka jälkeen tulee 
leikkausaalto ja viimeisenä Rayleigh-aalto. Rayleigh-aallon aiheuttama maan liike on 
huomattavasti suurempi kuin puristus- ja leikkausaaltojen aiheuttama. Noin kaksi kol-
masosaa kokonaisenergiasta välittyy Rayleigh-aaltojen mukana, jotka vaimenevat etäi-
syyden värähtelijästä kasvaessa paljon puristus- ja leikkausaaltoja hitaammin. Voidaan-
kin todeta, että Rayleigh-aallot ovat merkittävimpiä maanvaraisten laiteperustusten vä-
rähtelyn kannalta.   
 
Kuva 19. Väliaineen liiketila jollakin etäisyydellä herätelähteestä (Das & 
Ramana 2010, s. 93). 
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Fluidit maan huokosissa vaikuttavat aaltojen leviämiseen, joten maan vesipitoisuudella 
on merkitystä puristusaaltojen etenemisnopeuteen. Koska vesi on suhteellisen puristuma-
tonta suhteessa maahan, puristusaallon nopeus vedellä kyllästetyssä maassa edustaa aal-
lon nopeutta vedessä, ei maassa. Toisaalta koska vedellä ei ole leikkauslujuutta, leikkaus-
aallon nopeus vedellä kyllästetyssä maassa riippuu vain maan ominaisuuksista. 
Laitteiden synnyttämät dynaamiset kuormat aiheuttavat maahan leikkausvenymiä, jotka 
ovat tavallisesti huomattavasti staattisen kuorman synnyttämiä venymiä pienempiä. Maan 
jännitys-muodonmuutos-käyttäytyminen pienillä venymillä onkin paljon jäykempää kuin 
staattisilla kuormilla, sillä maapartikkelien välistä suhteellista liukumaa ei tapahdu sa-
malla tavalla kuin suurten venymien tapauksessa. Näin ollen leikkausmoduulia ei voi 
määrittää suoraan staattisen jännitys-muodonmuutos-testin, kuten kolmiaksiaalikokeen 
avulla, ellei maan jännityksiä ja venymiä voida mitata tarkasti pienillä venymän arvoilla. 
(Arya et al. 1979, s. 62.) 
Dynaamisessa kuormituksessa leikkausmoduuli muuttuu toistuvien kuormitussyklien 
mukaan, kunnes saavutetaan stabiili tila. Silverin ja Seedin (Silver & Seed 1971) teke-
mässä syklisessä leikkauskokeessa tutkittiin keskitiheän hiekan jännitys-venymä-käyt-
täytymistä syklisen kuorman vaikutuksen alaisena (kuva 20). (Das & Ramana 2010, s. 
121–124.) 
 
Kuva 20. Syklisesti kuormitetun maan jännitys-venymä käyttäytyminen eri 
kuormitusmäärillä. 
Kokeen mukaan leikkausmoduuli kasvoi kuormitussyklien määrän mukana. Suurin leik-
kausmoduulin lisäys saavutettiin ensimmäisen kymmenen syklin aikana, minkä jälkeen 
kasvu oli suhteellisen pientä. Lisäksi kokeessa todettiin, että vakio jännitystasolla ja kuor-
mitussyklien määrällä leikkausmoduuli pieneni venymän kasvaessa. Puolestaan vakio ve-
nymällä ja kuormitussyklien määrällä leikkausmoduuli kasvoi jännityksen lisääntyessä.  
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Todellisuudessa pienilläkin venymän arvoilla maan jännitys-venymä-suhde on epäline-
aarinen. Kuitenkin hyvin pienillä venymillä (alle 0,005 %) maan muodonmuutos on lähes 
lineaarielastista, jolloin hystereesisilmukat ovat hyvin kapeita. Tämä on nähtävissä ku-
vasta 20, jossa hystereesisilmukka on kapeimmillaan suurimman syklimäärän jälkeen. 
Tällöin maan käyttäytymistä voidaan melko tarkasti kuvata lineaarisena aineena käyttäen 
leikkausmoduulin hystereesisilmukan origossa määritettyä tangenttiarvoa 𝐺0 ja materiaa-
livaimennuskerrointa 𝛽0. Tätä kutsutaan ekvivalentiksi lineaarimalliksi. Samaa menette-
lyä käytetään myös kuvaamaan maan dynaamista käyttäytymistä suurilla venymillä, 
mutta tällöin käytetään leikkausmoduulina pienempää sekanttiarvoa 𝐺 ja vastaavasti ma-
teriaalivaimennuskerrointa vastaavaa arvoa 𝛽, missä 𝛽 on suurempi kuin 𝛽0. Maan leik-
kausmoduuli pienillä siirtymillä ja siitä riippuva leikkausaallon nopeus ovatkin tärkeim-
mät yksittäiset maaparametrit laiteperustusten vasteen kannalta. (Gazetas 1991a, s. 555.) 
 
Kuva 21. Leikkausjännitys syklisen venymän funktiona eli hystereesisilmukka. 
Kuvassa 21 on esitetty yksinkertaistettu malli symmetrisestä, syklisestä kuormasta aiheu-
tuneesta yhdestä hystereesisilmukasta. Tangenttimoduuli voidaan määrittää mistä tahansa 
silmukan kohdasta, kun taas sekanttimoduuli on origon ja hystereesisilmukan huipun yh-
distävän janan kulmakerroin eli se edustaa silmukan keskimääräistä leikkausmoduulin 
arvoa. Kun venymä kasvaa, leikkausmoduulin sekanttiarvo vähenee eli suurin leikkaus-
moduulin arvo saadaan pienillä venymillä. Maan dynaamiset ominaisuudet siis riippuvat 
venymästä. Venymien kasvaessa maan toiminta alkaa vähitellen muuttua yhä enemmän 
epälineaariseksi ja suurilla venymien arvoilla tapahtuu pysyviä, plastisia muodonmuutok-
sia ja lopulta maan murtuminen. Leikkausmoduulin riippuvuutta venymästä on kuvattu 
kuvassa 22, josta ilmenee venymän suuruusluokan vaikutus leikkausmoduuliin. Hyvin 
pienillä venymillä (<10-6) leikkausmoduuli vastaa leikkausmoduulin maksimiarvoa, 
mutta tästä venymien kasvaessa tapahtuu leikkausmoduulin voimakas lasku. Useimmille 
maatyypeille käyrä on kuvatun muotoinen. (Luna & Jadi 2000, s. 2.) 
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Kuva 22. Normalisoitu leikkausmoduuli venymän funktiona (Atkinson & Sall-
fors 1991). 
Maan venymien liiallisesta kasvusta johtuvien epälineaarisuuksien lisäksi toinen epäline-
aarisuusongelma on perustuksen ja maan välisessä rajapinnassa, jossa kontakti heikkenee 
liukumisen ja maamassan irtautumisen johdosta. Tämä kontaktin heikkeneminen voidaan 
ottaa analyysissä huomioon irrottamalla maakerros tietyltä matkalta perustuksen pysty-
suuntaisista seinistä eli pienentämällä maan ja perustuksen välistä pystypinta-alaa. Lä-
hellä maanpintaa kontakti häviää lähes aina jo pienillä amplitudeilla pienestä vaakasuun-
taisesta maanpaineesta johtuen. Näin ollen useimmissa tapauksissa dynaamisessa analyy-
sissä perustuksen ja maan välisen kontaktipinnan korkeuden tulisi olla perustuksen upo-
tussyvyyttä pienempi. (Gazetas 1991a, s. 575.) 
Maan leikkausmoduuli voidaan määrittää kenttä- tai laboratoriomittausten avulla sekä 
korrelaatiokertoimilla muista helpommin mitattavista ominaisuuksista. Maan leikkaus-
moduulin arvoon vaikuttavat ainakin seuraavat parametrit: Dynaamisen venymän ampli-
tudi, keskimääräinen tehollinen jännitys, huokoisuusaste, maan rakenne ja rakeiden omi-
naisuudet, jännityshistoria, värähtelyn taajuus, saturaatioaste sekä lämpötila. Mutta kuten 
todettua, pienillä venymillä leikkausmoduuli pysyy likimain vakiona, josta johtuen leik-
kausmoduulia usein käytetään elastisena parametrina. (Arya et al. 1979, s. 62.) 
4.2 Vaimennus 
Elastisen puoliavaruuden mallissa kaikki aallot kohtaavat edetessään lisääntyvän määrän 
materiaa, jolloin jokaisen aallon energiatiheys vähenee etäisyyden perustuksesta kasva-
essa. Tällaista energiatiheyden vähenemistä tai aallon amplitudin pienenemistä kutsutaan 
geometriseksi vaimennukseksi eli säteilyvaimennukseksi. Puristus- ja leikkausaaltojen 
amplitudi on kääntäen verrannollinen etäisyyteen säteilylähteestä. Kuitenkin puoliava-
ruuden pinnan suuntaisesti etenevien S- ja P-aaltojen amplitudi on kääntäen verrannolli-
nen etäisyyden neliöön säteilylähteestä. Rayleigh-aaltojen amplitudi on puolestaan kään-
täen verrannollinen etäisyyden neliöjuureen. (Prakash 1981, s. 68.) 
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Materiaalivaimennus eli hystereesivaimennus on materiaalin luontainen ominaisuus, 
jossa energiaa kuluu hystereesin seurauksena. Edellisessä kappaleessa todettiin, että leik-
kausmoduulin eli jäykkyyden pienentyessä maan venymä kasvaa. Tällöin myös maan 
kyky vaimentaa dynaamisia kuormia kasvaa. Tämä johtuu siitä, että energiaa kuluu kit-
kan, lämmön sekä plastisen myötäämisen johdosta. (Luna & Jadi 2000, s. 2.) 
Hystereesisilmukan pinta-ala kuvaa yhden syklin aikana menetetyn energian määrää ja 
kuvan 23 rasteroitu kolmio yhden syklin maksimienergiaa (Ling et al. 2015, s. 114).   
 
Kuva 23. Suhteellisen vaimennuskertoimen määrittäminen hystereesisilmu-
kasta. 
Hystereesisilmukasta voidaan määrittää systeemin suhteellinen vaimennuskerroin kysei-
sellä venymän amplitudilla yhtälön (4.4) mukaisesti: 
ξ =
𝑆
4𝜋𝑆𝐷
,              (4.4) 
missä 𝑆 on hystereesisilmukan pinta-ala ja 𝑆𝐷 kolmion OAB pinta-ala. Vakio jännitysta-
solla ja venymällä suhteellinen vaimennuskerroin pienenee syklien määrän noustessa. 
Vastaavasti vakio jännitystasolla ja syklien määrällä, suhteellinen vaimennuskerroin pie-
nenee venymän pienentyessä. 
Systeemin kokonaisvaimennus on geometrisen vaimennuksen ja materiaalivaimennuksen 
summa. Se kumpi vaimennustavoista on merkittävämpi, riippuu systeemin värähtely-
muodosta. Materiaalivaimennuksen merkitys on huomattava rotaatiovärähtelyn tapauk-
sessa, jolloin dynaamisessa analyysissä on suositeltavaa huomioida kokonaisvaimennus 
pelkän säteilyvaimennuksen sijaan. Toisaalta, translaatiovärähtelyn kohdalla materiaali-
vaimennuksen rooli ei ole merkittävä ja sen huomioiminen analyysissä ei välttämättä ole 
tarpeellista. (Chowdhury & Dasgupta 2008, s. 61.) 
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Tietokonepohjaista dynaamista laskentaa varten on kehitetty erilaisia maamalleja, jotka 
muun muassa ottavat huomioon plastiset venymät ja saattavat aiheuttaa materiaali-
vaimennusta. Kuitenkaan tämä vaimennus ei yleensä ole riittävää mallintamaan todelli-
sen maan vaimennusominaisuuksia. Geometrisen ja materiaalivaimennuksen lisäksi on-
kin kehitetty keinotekoinen Rayleigh-vaimennus, joka sopii paremmin maan dynaamisten 
vaimennusominaisuuksien mallintamiseen. Siinä vaimennusmatriisi 𝑪 määritellään kaa-
valla 
 𝑪 = 𝛼𝑴+ 𝛽𝑲,              (4.5) 
missä 𝛼 ja 𝛽 ovat Rayleigh-kertoimet, 𝑴 massamatriisi ja 𝑲 jäykkyysmatriisi. Vaimen-
nusmatriisi kuvaa maan materiaalivaimennusta. Kertoimet määrittelevät massan ja jäyk-
kyyden vaikutuksen systeemin vaimennuksessa. Mitä suurempi 𝛼 on yhtälössä (4.5), sitä 
enemmän alataajuudet on vaimennettu ja mitä suurempi 𝛽 on, sitä enemmän ylätaajuudet 
on vaimennettu. (Plaxis 3D - Reference Manual, 2018, s. 163.) 
Rayleigh-kertoimille ei ole toistaiseksi pystytty kehittämään yleisesti hyväksyttyä määri-
tystapaa. Insinöörien tarpeita varten on kuitenkin kehitetty yhteys yleisesti käytetyn suh-
teellisen vaimennuskertoimen ja Rayleigh-kertoimien välille: 
𝛼 + 𝛽𝜔2 = 2𝜔ξ.             (4.6) 
Yhtälöstä (4.6) kertoimet 𝛼 ja 𝛽 ovat ratkaistavissa yhtälöparina, kun valitaan kaksi ha-
luttua taajuutta ja niitä vastaavat suhteelliset vaimennuskertoimet. Valittaessa kaksi taa-
juutta, kertoimien yhtälöt saadaan muotoon 
𝛼 =
2𝜔1𝜔2
𝜔2
2−𝜔1
2 (𝜔2ξ1 −𝜔1ξ2)            (4.7) 
𝛽 =
2𝜔2ξ2−2𝜔1ξ1
𝜔2
2−𝜔1
2 .             (4.8) 
Rayleigh-vaimennuksen etu on siinä, että vaimennusmatriisin muuttaminen Rayleigh-
vaimennukseksi ortogonaalimuunnosta käyttäen usean vapausasteen systeemi voidaan 
esittää toisistaan riippumattomien eli kytkemättömien yhtälöiden avulla. Mitä suurempi 
on systeemin vapausasteiden määrä, sitä hankalampi kertoimet on määrittää. (Chowdhury 
& Dasgupta 2003, s. 2.) 
Numeerisella vaimennuksella ei ole yhteyttä todelliseen maan vaimennuskäyttäytymi-
seen vaan se syntyy dynaamisessa laskennassa käytettävästä numeerisesta aikaintegroin-
nista. Aikaintegroinnissa on valittava aika-askeleen pituus, joka on käytännössä aina 
kompromissi tarkkuuden ja nopeuden välillä. Mitä pienempi aika-askel on, sitä tarkempi 
tulos on, mutta sitä enemmän laskenta-aikaa se vaatii. Numeerista vaimennusta syntyy, 
kun tietyn aikaintegrointimenetelmän aika-askeleesta johtuen osa taajuuksista vaimentuu 
pois. (Bouzoni 2013, s. 23.) 
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4.3 Impedanssifunktiot 
Merkittävä kehitysaskel massiivisten laiteperustusten dynaamisen analyysin nykyisissä 
menetelmissä on ollut dynaamisten impedanssifunktioiden määrittäminen todellista tilan-
netta vastaavalle jäykälle, mutta massattomalle perustukselle. Tällaisen systeemin pysy-
vän värähtelyn vaste voidaan laskea dynamiikan keinoin, kun dynaamiset impedanssi-
funktiot on määritetty halutuille herätetaajuuksille. Impedanssifunktiot määritellään jo-
kaiselle herätetaajuudelle voiman ja siitä syntyvän pysyvän, massattoman perustuksen 
pohjan keskiön siirtymän suhteena. Toisin sanoen impedanssifunktiot kuvaavat perustuk-
sen ja maan välisen vuorovaikutuksen taajuusriippuvaisia jäykkyys- ja vaimennusomi-
naisuuksia. (Gazetas 1991b, s. 1363–1365.) 
Tarkastellaan Gazetasin (Gazetas 1991a, s. 564–571) esityksen mukaista systeemiä, jonka 
voidaan ajatella koostuvan kahdesta kappaleesta, perustuksesta ja maasta. Jäykän, massan 
𝑚 omaavan perustuksen lävistää pystysuuntainen symmetria-akseli 𝑧 maan ja perustuk-
sen välisen kosketuspinnan keskiössä. Perustukseen kohdistuu pystysuuntainen harmoni-
nen voima 𝐹𝑧(𝑡) symmetria-akselia pitkin, jolloin perustuksen siirtymä 𝑢𝑧(𝑡) on mahdol-
linen vain pystysuunnassa. Maa koostuu vaakasuuntaisista, lineaarisesti muuttuvista maa-
kerroksista. Kappaleiden vapaakappalekuvat on esitetty kuvassa 24.  
 
Kuva 24. Pystysuuntaisesti värähtelevän perustuksen ja sen alapuolisen 
maan vapaakappalekuvat (Gazetas 1991a, s. 565). 
Perustuksen värähtely synnyttää maahan yhtä suuret, mutta vastakkaissuuntaiset reaktiot, 
jotka jakautuvat rajapinnalle tuntemattomalla tavalla tukireaktion resultantin 𝑃𝑧(𝑡) ollessa 
myös tuntematon. Upotettujen perustusten tapauksissa kokonaistukireaktio koostuu pe-
rustuksen pohjan vastaisten normaalijännitysten lisäksi myös pystypintojen suuntaisista 
leikkausjännityksistä. Koska kappaleet pysyvät todellisuudessa aina kontaktissa, niiden 
siirtymät ovat identtiset. Täten perustuksen dynaaminen tasapainoyhtälö on 
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𝑃𝑧(𝑡) + 𝑚?̈?𝑧(𝑡) = 𝐹𝑧(𝑡).            (4.9) 
Maan tukireaktio 𝑃𝑧(𝑡) lineaarisesti muuttuville maakerroksille voidaan esittää muodossa  
𝑃𝑧(𝑡) = K̃𝑧𝑢𝑧(𝑡),                     (4.10) 
missä K̃𝑧 on dynaaminen pystysuuntainen impedanssi. Maan tukireaktion määritelmän 
(4.10) sijoittaminen tasapainoyhtälöön (4.9) johtaa muotoon 
𝑚?̈?𝑧(𝑡) + K̃𝑧𝑢𝑧(𝑡) = 𝐹𝑧(𝑡).                    (4.11) 
Kuten aiemmin todettiin, dynaaminen impedanssi määritellään voiman (tai momentin) ja 
siitä syntyvän pysyvän värähtelyn siirtymän (tai kiertymän) suhteena. Impedanssit esite-
tään tavallisesti kompleksimuodossa, sillä maan tukireaktiolla 𝑃𝑧(𝑡) ja siitä syntyvällä 
siirtymällä 𝑢𝑧(𝑡) on sama herätekulmataajuus ω, mutta eri vaihe, jolloin kompleksimuo-
toinen esitys on sekä laskennallisesti helpompi että esitysmuodoltaan hienostuneempi. 
Näin ollen dynaaminen pystysuuntainen impedanssi määritellään 
K̃𝑧 =
𝑃𝑧(𝑡)
𝑢𝑧(𝑡)
=
?̅?𝑧
𝑢𝑧
,            (4.12) 
missä ?̅?𝑧 ja ?̅?𝑧 ovat 𝑃𝑧(𝑡):n ja 𝑢𝑧(𝑡):n kompleksimuotoiset esitykset. Dynaaminen impe-
danssi voidaan myös ilmaista muodossa 
K̃𝑧 = ?̅?𝑧 + iω𝐶𝑧,                     (4.13) 
jossa sekä ?̅?𝑧 että 𝐶𝑧 ovat herätetaajuuden funktioita. Yhtälön reaalikomponentti ?̅?𝑧 eli 
dynaaminen jäykkyys kuvaa maan jäykkyys- ja hitausominaisuuksia, kun taas imaginää-
rikomponentti ω𝐶𝑧 on herätekulmataajuuden ja vaimennuskertoimen tulo, joka kuvaa 
systeemin säteily- ja materiaalivaimennusta. Yhtälö (4.13) pätee kaikille perustus-maa-
systeemeille. Dynaamisen jäykkyyden ja vaimennuskertoimen määritelmät ovat todistet-
tavissa sijoittamalla yhtälö (4.13) yhtälöön (4.11), jolloin liikeyhtälö saadaan muotoon 
𝑚?̈?𝑧(𝑡) + 𝐶𝑧?̇?𝑧(𝑡) + ?̅?𝑧𝑢𝑧(𝑡) = 𝐹𝑧(𝑡).         (4.14) 
Yhtälö (4.14) on yksinkertaisen värähtelijän liikeyhtälö, joka on verrattavissa aiemmin 
määritellyn vaimenevan pakkovärähtelyn liikeyhtälöön (3.42). Tässä tapauksessa ?̅?𝑧 ja 
𝐶𝑧 eivät ole kuitenkaan vakioita, sillä ne riippuvat herätekulmataajuudesta. Yhtälö esittää 
pystyvärähtelyn moodin vastaavuuden todellisen perustus-maa-systeemin sekä teoreetti-
sen systeemin välillä, jossa perustus on tuettu jousen ja vaimentimen välityksellä jäyk-
kään maahan kuvan 25 mukaisesti. 
Liikeyhtälön ratkaisu on 
 ?̅?𝑧 =
𝐹𝑧
(?̅?𝑧−𝑚ω2)+iω𝐶𝑧
,                     (4.15) 
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josta värähtelyn amplitudi saadaan itseisarvona 
𝑢𝑧 = |?̅?𝑧| =
𝐹𝑧
√(?̅?𝑧−𝑚ω2)2+ω2𝐶𝑧
2
.          (4.16) 
Täten maan tukireaktio pystysuunnassa värähtelevää perustusta vasten on määritelty ko-
konaan kompleksisella taajuusriippuvaisella dynaamisella impedanssilla K̃𝑧(ω) ja halu-
tun herätetaajuuden amplitudi saadaan ratkaisua yhtälöllä (4.16), kunhan parametrit 
?̅?𝑧(ω) ja 𝐶𝑧(ω) on määritetty. Yhden vapausasteen värähtelijän reaaliosa on yhtälön 
(4.15) nimittäjän mukaisesti ?̅?𝑧 −𝑚ω
2 ja imaginääriosa ω𝐶𝑧.  
 
Kuva 25. a) Todellinen perustusrakenne sekä jäykän ja massattoman perus-
tuksen malli b) Pystysuunnassa värähtelevän perustuksen dynaamisen jäyk-
kyyden ja vaimentimen tulkinta (Gazetas 1991a, s. 567). 
Kuten kappaleessa 2.5 todettiin, jäykällä laiteperustuksella on 6 vapausastetta. Yhtälön 
(4.12) mukainen dynaamisen impedanssin määritelmä pystysuuntaiselle herätteelle so-
veltuu myös kaikille muille vapausasteille. Täten sivusuuntainen impedanssi K̃𝑦 määri-
tellään vaakasuuntaisen harmonisen voiman ja voiman suuntaisen harmonisen siirtymän 
suhteena yhtälön (4.17) mukaisesti:  
K̃𝑦 =
𝑃𝑦(𝑡)
𝑢𝑦(𝑡)
=
?̅?𝑦
𝑢𝑦
.           (4.17) 
Vastaavasti pituussuuntainen impedanssi K̃𝑥 määritellään samalla tavalla. Rotaatioimpe-
danssit K̃𝑟𝑥, K̃𝑟𝑦 ja K̃𝑟𝑧 määritetään vastaavalla tavalla, mutta momentin ja siitä syntyvän 
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kiertymän suhteena. Tavallisesti vaaka-akselien suunnassa tapahtuvaa perustuksen lii-
kettä kutsutaan heilunnaksi ja vaaka-akselien ympäri tapahtuvaa rotaatiota keinunnaksi.   
Kuuden yksittäisen impedanssin lisäksi on myös kaksi kytkettyä impedanssia. Upotetuilla 
perustuksilla ja paaluilla vaakasuuntaiset voimat synnyttävät rotaatioliikettä translaa-
tioliikkeen lisäksi. Toisin sanoen heiluntavärähtelyä y-akselin suunnassa ei voi tapahtua 
ilman keinuntavärähtelyä x-akselin ympäri. Vastaavasti x-akselin suuntainen translaatio 
ja y-akselin ympäri tapahtuva rotaatio ovat kytkettyjä. Tämä johtuu perustuksen hitau-
desta ja siitä, että massakeskipiste on maan tukireaktion yläpuolella. Täten, mikäli perus-
tus on alun perin siirtynyt vain vaakasuunnassa, hitausvoimat syntyvät perustuksen mas-
sakeskipisteessä ja synnyttävät momentin perustuksen pohjaan. Täten perustus myös kei-
nuu. Tällaisessa tapauksessa puhutaan kytketyistä impedansseista K̃𝑥𝑟𝑦 ja K̃𝑦𝑟𝑥, joiden 
vaikutus on tavallisesti olematon matalien perustusten tapauksessa, mutta joiden vaikutus 
saattaa tulla merkitseväksi perustussyvyyden kasvaessa. Paalujen tapauksessa kytketyt 
impedanssit ovat yhtä merkittäviä kuin kytkemättömät.  
Yhden vapausasteen systeemeille impedanssifunktion käänteisarvoa eli siirtymän ja sen 
aiheuttaneen voiman suhdetta kutsutaan komplianssifunktioksi tai taajuusvastefunktioksi. 
Kytketyille värähtelymuodoille se määritellään impedanssimatriisin käänteismatriisina. 
Taajuusvastefunktio saadaan muodostettua joko mitatun datan tai analyyttisen ratkaisun 
avulla. (Gazetas 1983, s. 8; Mbawala 2015, s. 2-13.) 
Impedanssifunktioiden laskemiseen, toisin sanoen jousi- ja vaimennuskertoimien määrit-
tämiseen, on useita erilaisia menetelmiä, jotka voidaan jakaa neljään eri kategoriaan. Me-
netelmän valinta riippuu suuressa määrin vaaditusta tarkkuudesta. Analyyttiset ja semi-
analyyttiset menetelmät ottavat huomioon maan monikerroksisuuden ja suorakulmaiset 
pintaperustukset, mutta eivät sovellu yleensä upotettujen perustusten analysointiin. Dy-
naamiset elementtimenetelmät hallitsevat niin pinta-, upotetut- kuin paaluperustukset, 
mutta monet näistä menetelmistä rajoittuvat ympyränmuotoisten tai jatkuvien perustuk-
sien käsittelyyn. Yhdistetyt analyyttiset-numeeriset menetelmät pyrkivät hyödyntämään 
sekä analyyttisen että numeerisen lähestymistavan etuja. Likiarvoiset menetelmät puoles-
taan yksinkertaistavat monimutkaisten ongelmien fysiikan, joita ei voida käsitellä tar-
kasti.  
Vaihtoehtoinen lähestyminen impedanssifunktioiden määrittämiseen on helppokäyttöis-
ten lausekkeiden ja kuvaajien kehittäminen. Tässä työssä hyödynnetään professori 
George Gazetasin yhteistyössä kollegoidensa kanssa kehittämiä yhtälöitä ja kuvaajia (Ga-
zetas 1991a, s. 569–581), joissa on esitetty kokonaisvaltaiset sekä helppokäyttöiset tiedot 
dynaamisten jousi- ja vaimennuskertoimien määrittämiseen. Tässä työssä näistä käyte-
tään nimitystä Gazetasin yhtälöt. Gazetas on kehittänyt kaikkien värähtelymoodien rat-
kaisut. Ne on esitetty yksinkertaisten yhtälöiden ja dimensiottomien kuvaajien muodossa, 
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kattaen laajan joukon idealisoituja maaprofiileja sekä perustusmuotoja. Monissa tapauk-
sissa yhtälöiden avulla kyetään arvioimaan todellista ongelmaa riittävällä tarkkuudella. 
Yleisesti, virhemarginaalin uskotaan olevan reilusti hyväksyttävän 15 %:n sisäpuolella.  
Gazetasin yhtälöt käsittelevät 6 erilaista tapausta: 
1) Mielivaltaisen muotoinen pintaperustus homogeenisen puoliavaruuden päällä. 
2) Mielivaltaisen muotoinen, osittain tai kokonaan upotettu perustus homogeeni-
sessa puoliavaruudessa. 
3) Pintaperustus kallioperään tukeutuvan homogeenisen maakerroksen päällä (pää-
asiassa ympyränmuotoiset ja jatkuvat perustukset). 
4) Osittain tai kokonaan upotettu perustus kallioperään tukeutuvassa homogeeni-
sessa maakerroksessa (pääasiassa ympyränmuotoiset ja jatkuvat perustukset). 
5) Nelikulmaiset ja jatkuvat perustukset epähomogeenisen profiilin päällä, jossa 
maan leikkausjäykkyys kasvaa syvyyden funktiona. 
6) Vaakasuunnassa värähtelevät yksittäiset kelluvat paalut epähomogeenisessa ja 
homogeenisessa maakerroksessa tai puoliavaruudessa. 
 
Kuva 26. Maa-perustus-systeemien periaatekuvat tapauksille 1-2 (Gazetas 
1991a, s. 570). 
Perustusten siirtymät ja kiertymät lasketaan aina jonkin referenssipisteen suhteen. Pinta-
perustusten tapauksessa tämä on tavallisesti perustuksen pohjan keskipisteessä. Upotet-
tujen perustusten kohdalla kirjallisuudessa käytetään vaihtelevia referenssipisteitä, joista 
yleisimpiä ovat pohjan keskipiste, massakeskipiste ja yläpinnan keskipiste. Gazetasin yh-
tälöiden referenssipiste on perustuksen pohjan keskipisteessä, kuten kuvan 26 upotetun 
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perustuksen periaatekuvasta selviää. Tätä käytetään myös tässä työssä. Koordinaatti-
muunnoksen avulla referenssipiste olisi mahdollista asettaa mihin tahansa perustuksen 
kohtaan. (Bouzoni 2013, s. 60.) 
Tässä kappaleessa esitetyn teorian pohjalta Gazetasin yhtälöiden avulla on koottu lasken-
tapohja, jonka avulla voidaan laskea erilaisten perustustapausten amplitudit halutuilla he-
rätekulmataajuuksilla. Laskentapohja soveltuu yllä olevan listan tapauksille 1 ja 2, sillä 
ne ovat tämän työn kannalta tarkoituksenmukaisimpia. Pintaperustusten tapauksessa las-
kentapohja kattaa pystyvärähtelyn, vaakavärähtelyn molempien vaaka-akselien suun-
nassa sekä rotaatiovärähtelyn molempien vaaka-akselien ympäri. Upotettujen perustusten 
tapauksessa huomioidaan myös vaaka- ja rotaatiovärähtelyn kytketyt muodot. Rotaa-
tiovärähtelyä z-akselin ympäri ei huomioida, sillä se on merkityksellinen lähinnä ympy-
ränmuotoisten perustusten tapauksessa, joita ei tyypillisesti käytetä. Laskentapohjan tar-
koitus on mahdollistaa laiteperustusten värähtelyongelman analyysi riittävällä tarkkuu-
della nopeasti ja vaivattomasti päivittäisessä insinöörityössä. Laskentapohja on esitetty 
liitteessä 1 siihen liittyvien kuvaajien kanssa.     
4.3.1 Pintaperustus 
Mielivaltaisen muotoisen pintaperustuksen impedanssifunktioiden (tapaus 1) määrittämi-
seen tarvittavat parametrit on esitetty alla olevassa listassa: 
 perustuksen geometria 
 perustuksen ympäröivän, suorakaiteen muotoisen alueen pidemmän sivu-
mitan puolikas 𝐿 kuvan 26 mukaisesti 
 perustuksen ympäröivän, suorakaiteen muotoisen alueen lyhyemmän si-
vumitan puolikas 𝐵 kuvan 26 mukaisesti 
 Perustuksen korkeus 𝐻 
 perustuksen ja maan välinen kontaktipinta-ala 𝐴𝑏 
 perustuksen ja maan välisen kontaktipinta-alan neliömomentti x-akselin 
ympäri 𝐼𝑏𝑥 
 perustuksen ja maan välisen kontaktipinta-alan neliömomentti y-akselin 
ympäri 𝐼𝑏𝑦 
 perustuksen ja maan välisen kontaktipinta-alan polaarinen neliömomentti 
z-akselin ympäri 𝐽𝑏 
 perustuksen hitausmomentti x-akselin ympäri 𝐽𝑥 
 perustuksen hitausmomentti x-akselin ympäri 𝐽𝑦 
 maan ominaisuudet  
 leikkausmoduuli 𝐺 
 kimmomoduuli 𝐸 
 Poissonin vakio 𝑣 
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 maan tiheys ρ 
 leikkausaallon nopeus 𝑉𝑠 
 Lysmerin analogian mukainen aallon nopeus 𝑉𝐿𝑎 =
3,4
𝜋(1−𝑣)
𝑉𝑠 
 materiaalivaimennuskerroin β0 
 heräte 
 herätekulmataajuus ω 
 dimensioton taajuus α0 =
ωB
𝑉𝑠
. 
 voiman amplitudi 𝐹𝑚𝑎𝑥 
 momentin amplitudi 𝑀𝑚𝑎𝑥 
Gazetasin yhtälöitä hyödyntäessä y-akseli on perustuksen lyhyemmän sivun suuntainen, 
x-akseli perustuksen pidemmän sivun suuntainen kuvan 26 mukaisesti. 
Mikäli kontaktin menetys joiltakin osin maan ja perustuksen välillä on todennäköistä, 
voidaan harkinnanvaraisesti vähentää tämän osan myötävaikutusta. Tällainen tapaus saat-
taa tulla kysymykseen esimerkiksi perustuksen kulmissa rotaatiovärähtelyn kohdalla.  
Dynaaminen jäykkyys ?̅?(𝜔) määritellään taulukoista saatavien staattisen jäykkyyden 𝐾 
ja dynaamisen jäykkyyskertoimen 𝑘(𝜔) tulona, yhtälön (4.18) mukaisesti   
?̅?(𝜔) = 𝐾𝑘(𝜔).                        (4.18) 
Kuten yllä esitetystä yhtälöstä nähdään, dynaaminen jäykkyys sekä dynaaminen jäyk-
kyyskerroin riippuvat herätekulmataajuudesta, kun taas perustuksen staattinen jäykkyys 
riippuu maan leikkausmoduulista 𝐺 ja Poissonin vakiosta 𝑣.   
Säteilyvaimennuskerroin 𝐶𝑟𝑎𝑑(𝜔) ei sisällä lainkaan maan materiaalivaimennusta. Tämä 
voidaan kuitenkaan tarvittaessa huomioida laskennassa, jolloin kokonaisvaimennus saa-
daan yhtälöllä 
𝐶(𝜔) = 𝐶𝑟𝑎𝑑(𝜔) +
2?̅?
𝜔
β0,           (4.19) 
missä β0 on materiaalivaimennuskerroin.  
Haluttujen värähtelymoodien staattisen jäykkyyden, dynaamisen jäykkyyskertoimen sekä 
säteilyvaimennuskertoimen määritys tapahtuu suoraviivaisesti Gazetasin yhtälöillä, jonka 
jälkeen yhtälöillä (4.18) ja (4.19) saadaan muodostettua dynaaminen jäykkyys ja koko-
naisvaimennus impedanssifunktioiden muodostamiseen.  
55 
4.3.2 Upotettu perustus 
Upotettujen perustusten impedanssien määrittämiseen tarvittavat parametrit, pintaperus-
tusten laskennassa käytettävien lisäksi, on esitetty alla olevassa listassa: 
 perustuksen geometria 
 perustuksen alapinnan ja maanpinnan välinen korkeus 𝐷 
 perustuksen pystyseinien ja maan välinen kontaktipinta-ala 𝐴𝑤 
 keskimääräinen pystyseinien korkeus, jolla hyvä maakontakti 𝑑 
 perustuksen tehokkaiden pystypintojen painopisteen etäisyys maanpin-
nasta ℎ 
 y-akselin suuntaisten pystypintojen ja maan välinen kontaktipinta-ala 𝐴𝑤.𝑦 
 x-akselin suuntaisten pystypintojen ja maan välinen kontaktipinta-ala 𝐴𝑤.𝑥 
 y-akselin suuntaisten sivuseinien polaaristen neliömomenttien summa pe-
rustustasossa sijaitsevan, x-akselin suuntaisen akselin ympäri 𝐽𝑤.𝑦 
 x-akselin suuntaisten sivuseinien polaaristen neliömomenttien summa pe-
rustustasossa sijaitsevan, y-akselin suuntaisen akselin ympäri 𝐽𝑤.𝑥 
 y-akselin suuntaisten sivuseinien neliömomenttien summa niiden perus-
tustasossa sijaitsevan, y-akselin suuntaisen akselin ympäri 𝐼𝑤.𝑦 
 x-akselin suuntaisten sivuseinien neliömomenttien summa niiden perus-
tustasossa sijaitsevan, x-akselin suuntaisen akselin ympäri 𝐼𝑤.𝑥 
Hyvän maakontaktin määrittelyssä on huomioitava, että perustuksen pystyseinien ja maan 
välisen kontaktipinnan korkeus on tyypillisesti pienempi kuin upotussyvyys, sillä maan-
pinnan lähellä saattaa tapahtua liukumista sekä erottumista. Dynaamisen analyysin teki-
jän on itse arvioitava, voidaanko ylimpiä maakerroksia pitää riittävän tiiviinä, jotta ne 
voidaan huomioida tehokkaassa kontakti-alassa. 
Upotettujen perustusten impedanssien laskennassa edetään vastaavasti kuin pintaperus-
tustenkin kohdalla, sillä erotuksella, että staattisen jäykkyyden, dynaamisen jäykkyysker-
toimen sekä säteilyvaimennuskertoimen kaavat ovat nyt erilaiset. Lisäksi on huomioitava 
kytketty vaaka- ja rotaatiovärähtely, kuten edellä todettiin. Kytketyn värähtelyn kohdalla 
on käytännöllistä esittää impedanssit matriisimuodossa (Bouzoni 2013, s. 82–87.)  
?̃? = 𝑲 −𝑴𝜔2 + 𝑖𝜔𝑪,           (4.20) 
jossa ?̃? on impedanssimatriisi, 𝑲 on staattinen jäykkyysmatriisi, 𝑴 on massamatriisi ja 
𝑪 vaimennusmatriisi. Dynaaminen impedanssimatriisi (4.20) voidaan y-akselin suuntai-
sen vaakavärähtelyn ja x-akselin ympäri tapahtuvan rotaatiovärähtelyn tapauksessa esit-
tää matriisimuodossa 
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?̃? = [
K̃𝑦 K̃𝑦𝑟𝑥
K̃𝑟𝑥𝑦 K̃𝑟𝑥
],                           (4.21) 
missä 
K̃𝑦 = ?̅?𝑦 + iω𝐶𝑦 
K̃𝑦𝑟𝑥 = ?̅?𝑦𝑟𝑥 + iω𝐶𝑦𝑟𝑥 
K̃𝑟𝑥𝑦 = ?̅?𝑟𝑥𝑦 + iω𝐶𝑟𝑥𝑦 
K̃𝑟𝑥 = ?̅?𝑟𝑥 + iω𝐶𝑟𝑥. 
Koska tiedetään, että 
𝑭 = ?̃??̃?,             (4.22) 
missä ?̃? kompleksinen siirtymämatriisi, siirtymä 𝑢 ja kiertymä 𝜑 voidaan esittää matrii-
simuodossa voiman maksimiarvon 𝐹𝑚𝑎𝑥 ja momentin maksimiarvon 𝑀𝑚𝑎𝑥 avulla käyt-
täen hyväksi yhtälöitä (4.21) ja (4.22)   
[
𝑢
𝜑] = [
K̃𝑦 K̃𝑦𝑟𝑥
K̃𝑟𝑥𝑦 K̃𝑟𝑥
]
−1
[
𝐹𝑚𝑎𝑥
𝑀𝑚𝑎𝑥
].         (4.23) 
Tarkasteltaessa yksittäistapausta, jossa voima ja momentti eivät vaikuta samanaikaisesti, 
yhtälö (4.23) voidaan ilmaista muodossa 
[
𝑢𝐹 𝑢𝑀
𝜑𝐹 𝜑𝑀
] = [
K̃𝑦 K̃𝑦𝑟𝑥
K̃𝑟𝑥𝑦 K̃𝑟𝑥
]
−1
[
𝐹𝑚𝑎𝑥 0
0 𝑀𝑚𝑎𝑥
],                 (4.24) 
missä 𝑢𝐹 on referenssipisteen siirtymä voiman vaikutuksesta, 𝑢𝑀 on siirtymä momentin 
vaikutuksesta, 𝜑𝐹 on kiertymä voiman vaikutuksesta ja 𝜑𝑀 on kiertymä momentin vai-
kutuksesta. Matriisiyhtälö (4.24) on auki kirjoitettuna 
{
 
 
 
 
𝐹𝑚𝑎𝑥 = K̃𝑦𝑢𝐹 + K̃𝑦𝑟𝑥𝜑𝐹
0 = K̃𝑟𝑥𝑦𝑢𝐹 + K̃𝑟𝑥𝜑𝐹
0 = K̃𝑦𝑢𝑀 + K̃𝑦𝑟𝑥𝜑𝑀
𝑀𝑚𝑎𝑥 = K̃𝑟𝑥𝑦𝑢𝑀 + K̃𝑟𝑥𝜑𝑀
.                   (4.25)             
Lopuksi yhtälöryhmästä (4.25) pystytään ratkaisemaan perustuksen siirtymät ja kierty-
mät, kun impedanssit tunnetaan. 
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Plaxiksen tapauksessa tilanne on päinvastainen eli ohjelman vasteesta amplitudi on luet-
tavissa, mutta impedansseja ei ole suoraan saatavilla. Impedanssien määrittäminen tapah-
tuu laskemalla vasteen vaihekulma 𝑑𝑖𝑗 kaavalla 
𝑑𝑖𝑗 = 𝜔𝛥𝑡𝑖𝑗,               (4.26) 
missä 𝛥𝑡𝑖𝑗 on vasteen ja herätteen amplitudien välinen aikaero kuvan 27 mukaisesti. 
Alaindeksi 𝑖 viittaa siirtymään 𝑢 tai kiertymään 𝜑 ja 𝑗 viittaa voimaan 𝐹 tai momenttiin 
𝑀.  
 
Kuva 27. Vasteen ja herätteen vaihe-ero (Bouzoni 2013, s. 87). 
Sinisen käyrän kuvaama heräte on vaihekulman verran vastetta jäljessä. Herätteen amp-
litudin paikka on ratkaistavissa yhtälöstä (6.3). Kun vaihekulma on ratkaistu yhtälöllä 
(4.26), vasteen reaali- ja imaginääriosa voidaan esittää vaihekulman avulla  
𝑅𝑒(𝑢𝐹) = 𝑢𝐹 cos(𝑑𝑢𝐹)               (4.27) 
𝐼𝑚(𝑢𝐹) = 𝑢𝐹 sin(𝑑𝑢𝐹).             (4.28) 
Vastaavasti yhtälöt ovat voimassa myös arvoilla 𝑢𝑀, 𝜑𝐹 ja 𝜑𝑀. Tärkeä on huomata, että 
yhtälöt kuvaavat vasteen reaali- ja imaginääriosaa, eivät dynaamisen impedanssin. Dy-
naamisten impedanssien reaali- ja imaginääriosat voidaan ratkaista yhtälöstä (4.16) yhtä-
löiden (4.27) ja (4.28) avulla, kun siirtymä ja vaihekulma tunnetaan.  
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5. VERTAILUTUTKIMUKSEN KOEKUORMITUK-
SET 
Analyyttisen ja numeerisen menetelmän realistisuuden tueksi työssä vertaillaan näillä 
menetelmillä saatuja tuloksia todellisin, kokeellisin menetelmin saatuihin tuloksiin. Ver-
tailututkimuksena toimii Mbawalan väitöstyö (Mbawala 2015), jossa pystysuunnassa dy-
naamisesti kuormitetun, upotetun, maanvaraisen perustuksen vaste määritettiin eri upo-
tussyvyyksillä. Tutkimus suoritettiin Pretorian yliopiston koelaitoksella, Etelä-Afrikassa. 
Tutkimuksessa käsiteltiin myös pintaperustusta, mutta sitä ei tämän työn puitteissa huo-
mioida. Tutkimus koostui koekuormituksista, kerätyn datan analysoinnista ja tilanteen 
mallintamisesta analyyttisin ja elementtimenetelmään perustuvin menetelmin. (Mbawala 
2015, s. 1-4.) 
Maaparametrien määrittäminen oli välttämätöntä ennen varsinaisten perustusten dynaa-
misten koekuormitusten aloittamista. Vaihtoehtona maan ominaisuuksien selvittämiselle 
ovat laboratoriossa suoritettavat testit ja kenttämittaukset. Laboratoriotestit vaativat häi-
riintymättömiä maanäytteitä, joiden saaminen saattaa olla vaikeaa hiekan ja soran kaltais-
ten materiaalien tapauksessa sekä joskus jopa mahdotonta lohkareisen maaperän koh-
dalla. Seismiset kenttämittaukset ovat suosittu menetelmä maan jäykkyyden määrittämi-
seen. Mittaukset suoritetaan mittaamalla Rayleigh-aaltojen leviämistä maanpinnassa, 
sillä ne mahdollistavat maan ominaisuuksien määrittämisen sen todellisessa tilavuudessa 
in-situ jännitystilassa. (Mbawala 2015, s. 3-1.)  
Tutkimuksen kenttätutkimukset sisälsivät koekuopan kaivamisen ja leikkausaallon no-
peuden määrittämisen CSW-testillä (Continuous Surface Wave testing). Koekuopasta, 
jonka mitat olivat 2000 mm x 1500 mm x 1500 mm, määritettiin maan yleiseksi profiiliksi 
silttisestä savesta koostuva andesiitti. CSW-testissä maahan kohdistettiin pystysuuntai-
nen heräte taajuusvälillä 6 Hz – 85 Hz. Herätelähteenä käytettiin kahta eripainoista sekoi-
tinta, jotka tuottivat sinimuotoisen herätteen. Kevyempi, 20 kg painava sekoitin synnytti 
suurempia taajuuksia ja lyhyitä Rayleigh-aaltoja matalille syvyyksille, kun taas paina-
vampi, 71,4 kg painava sekoitin synnytti matalampia taajuuksia ja näin syvemmälle maa-
han tunkeutuvia, pidempiä Rayleigh-aaltoja. Herätteen aiheuttama vaste mitattiin eri etäi-
syyksille herätelähteen reunasta sijoitetuilla maan nopeuden vastetta mittaavilla geofo-
neilla. Kerätyn datan pohjalta maan leikkausmoduuli kyettiin laskemaan ja se on esitetty 
kuvassa 28. 
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Kuva 28. Maan mitattu leikkausmoduuli eri syvyyksillä. 
Tutkimuksen varsinaisissa dynaamisissa mittauksissa upotetun, paikallavaletun betonisen 
perustuksen koko on 1200 mm x 1200 mm x 1240 mm. Se valettiin 1240 mm syvän 
kuopan pohjalle, jolloin perustuksen yläpinta on samalla tasolla maanpinnan kanssa. Pe-
rustuksen kaivanto täytettiin 310 millimetrin paksuisilla maakerroksilla ja jokainen kerros 
tiivistettiin käsikäyttöisellä täryttimellä. (Mbawala 2015, s. 3-5.) 
Kuten kappaleessa 2.2 mainittiin, Novakin mukaan perustuksen upottaminen maahan on 
ilmiönä monimutkainen ja riippuu ajasta, joka vaikuttaa perustuksen sivupintojen ja maan 
välisen kontaktin tartuntaan. Siksi tutkimuksessa perustus jätettiin maahan upotetuksi 12 
kuukauden ajaksi perustuksen ja maan välisen kontaktin parantamiseksi ennen värähtely-
testien suorittamista. Upotettu perustus ennen ympärystäyttöä on nähtävissä kuvassa 29. 
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Kuva 29. Upotettu perustus ennen täyttöä. 
Tutkimuksessa käytetty kalusto jakautuu kahteen osaan: Laitteisiin, joita käytettiin herät-
teen synnyttämiseen ja laitteisiin, joilla taltioitiin perustuksen vasteet. Herätelähteenä 
käytettiin hydraulista, 361,4 kg painavaa sekoitinta, jonka sisäinen massa pääsi liikku-
maan 25 mm suuntaansa. Sisäistä massaa liikutettiin hydraulisilla voimanlähteillä pum-
pattavan öljyn avulla. Sisäisen massan liike tietyllä taajuudella synnyttää voiman sekoit-
timinen pohjaan. Sekoitin kiinnitettiin keskelle perustusta valun aikana upotettujen pult-
tien avulla. Keskeisellä sijoituksella pyrittiin välttämään kytkettyjen värähtelymuotojen 
syntyminen. (Mbawala 2015, s. 3-3.) 
Perustuksen kiihtyvyydet mitattiin kahden 1 g:n kiihtyvyysanturin avulla, jotka oli sijoi-
tettu 200 mm etäisyydelle sekoittimen reunasta. Lisäksi varmistukseksi käytettiin kahta 
4g:n kiihtyvyysanturia, joiden dataa tutkimuksessa ei kuitenkaan esitetä. Sekoittimen ai-
heuttaman voiman amplitudi mitattiin sekoittimen pohjaan kiinnitetyn kuormakennon 
avulla. Mitattu data kerättiin talteen erityisellä PC Spider-8 tiedonhankintajärjestelmällä. 
Ennen vasteen tallennusta varmistettiin, että pysyvän värähtelyn tila oli saavutettu.  Pe-
rustuksen pystysuuntaiset dynaamiset vasteet laskettiin koekuormituksissa mitattujen 
kiihtyvyyksien pohjalta kaksoisintegroimalla.  
Ensimmäisenä suoritettiin täysin upotetun perustuksen koekuormitus, jonka jälkeen pois-
tettiin aina 310 mm maakerros kerrallaan ja suoritettiin koekuormitukset osittain upote-
tulle perustukselle. Viimeiseksi perustuksen värähtelyä mitattiin 0 millimetrin upotus-
syvyydellä. Tutkimuksessa käytetyt upotussyvyydet olivat 0 mm, 310 mm, 620 mm, 930 
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mm ja 1240 mm, missä 0 mm upotussyvyys tarkoittaa perustusta ilman ympärystäyttöjä 
ja 1240 mm upotussyvyys täysin upotettua perustusta. 
Herätteen synnyttämiseen käytetyn sekoittimen voiman amplitudi ei ole vakio vaan taa-
juusriippuvainen. Tutkimuksen tuloksissa perustuksen siirtymävaste on esitetty sekä to-
dellisen amplitudin (mm), missä voima muuttuu taajuuden muuttuessa, että yksikkövoi-
man aiheuttaman amplitudin suhteen (mm/N). Yksikkövoiman aiheuttamassa siirtymä-
vastekuvaajasta resonanssitaajuudet eri syvyyksillä ovat helposti tulkittavissa, kun taas 
todellisen amplitudin kohdalla amplitudihuippuja voi muodostua useampi. Esimerkiksi 
upotussyvyyden ollessa 0 mm todellisessa siirtymävasteessa on kaksi selkeää amplitu-
dihuippua, kun taas yksikkövoiman aiheuttamassa vasteessa amplitudihuippu on vain re-
sonanssitaajuuden kohdalla. Vastekuvaaja esitetään kohdassa 7.1.1. 
Impedanssifunktiot laskettiin voiman amplitudin ja siirtymäamplitudin suhteena taajuus-
kaistoittain ja niistä eriteltiin reaalinen osa ja imaginäärinen osa. Lisäksi impedanssifunk-
tioiden pohjalta määritettiin vaihekulmat, komplianssifunktiot sekä kiihtyvyyden taajuus-
vastefunktiot. Vertailututkimuksen amplitudit ja impedanssifunktioiden reaali- ja ima-
ginääriosat on esitetty kappaleessa 7. 
62 
6. NUMEERINEN MALLI PLAXIS 3D:LLA 
Plaxis 3D on kolmiulotteinen, elementtimenetelmään pohjautuva ohjelma, joka on kehi-
tetty erilaisten geoteknisten muodonmuutos-, stabiliteetti- ja virtausanalyysien tekemi-
seen. Ohjelma hyödyntää erilaisia maamalleja maan käyttäytymisen kuvaamisessa. Pla-
xista, kuten mitään muutakaan vastaavaa ohjelmaa, ei voi taata täysin virheettömäksi. 
Lisäksi geoteknisten ongelmien simulointi elementtimenetelmän avulla sisältää väistä-
mättömiä numeerisia ja mallinnukseen liittyviä virheitä. Tulosten tarkkuus riippuu suu-
resti käyttäjän ammattitaidosta mallintaa ongelma, valita oikeat parametrit, arvioida tu-
losten luotettavuutta sekä ymmärtää maamalleja ja niihin liittyviä rajoitteita. Tästä syystä 
ohjelman käyttäjien on hallittava edellä mainitut asiat. Tässä työssä hyödynnetään ohjel-
man dynamiikka-lisämoduulia, jonka avulla voidaan tutkia värähtelyjä maassa ja väräh-
telyjen vaikutuksia läheisiin rakenteisiin sekä suorittaa maanjäristysanalyysejä. (Plaxis 
3D - General Information, 2018, s. 6.)  
6.1 Newmarkin menetelmä 
Integroinnin yhteydessä numeerisia menetelmiä käytetään aina silloin, kun funktiosta tie-
detään vain yksittäisiä pisteittäisiä arvoja tai kun se ei ole ilmaistavissa suljetussa muo-
dossa. Numeerisiin menetelmiin voidaan turvautua myös silloin, kun analyyttinen rat-
kaisu on hyvin työläs. Tällöin numeerinen menetelmä saattaa olla nopeuden lisäksi myös 
tarkempi. (Haataja et al. 2002, s. 149.)  
Plaxiksen dynaaminen laskenta perustuu numeeriseen aikaintegrointiin. Aikaintegroin-
nilla viitataan ajasta riippuvien differentiaaliyhtälöiden ratkaisemiseen. Aikaintegrointi 
on tyypillistä ajasta riippuvissa dynaamisissa ongelmissa, joissa halutaan ratkaista sys-
teemin dynamiikka. Ajasta riippuvaa formulaatiota voidaan hyödyntää myös ajasta riip-
pumattoman ratkaisun etsintään. Aikaintegroinnin formulaatio toimii tärkeänä osana las-
kentaprosessin vakaudessa ja tarkkuudessa. Kaksi yleisesti käytettyä aikaintegrointitapaa 
ovat eksplisiittinen ja implisiittinen integrointi. Plaxis käyttää Newmarkin menetelmän 
mukaista implisiittistä aikaintegrointia. Implisiittinen menetelmä on eksplisiittistä moni-
mutkaisempi, mutta se tuottaa vakaamman laskentaprosessin ja yleensä tarkemmat tulok-
set. (Haataja et al. 2002, s. 255; Plaxis 3D - Scientific Manual, 2018, s. 49–50.) 
Newmarkin menetelmä perustuu oletukseen, että kiihtyvyys muuttuu lineaarisesti kahden 
ajanhetken välillä. Menetelmä voidaan kirjoittaa yhtälömuodossa 
𝑢𝑡+𝛿𝑡 = 𝑢𝑡 + ?̇?𝑡𝛿𝑡 + ((
1
2
− 𝛼) ?̈?𝑡 + 𝛼?̈?𝑡+𝛿𝑡) 𝛿𝑡2         (6.1) 
?̇?𝑡+𝛿𝑡 = ?̇?𝑡 + ((1 − 𝛽)?̈?𝑡 + 𝛽?̈?𝑡+𝛿𝑡)𝛿𝑡.                      (6.2) 
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Yhtälöissä (6.1) ja (6.2) 𝑢𝑡, ?̇?𝑡 ja ?̈?𝑡 ovat siirtymä, nopeus ja kiihtyvyys ajanhetkellä 𝑡 ja 
vastaavasti 𝑢𝑡+𝛿𝑡, ?̇?𝑡+𝛿𝑡 ja ?̈?𝑡+𝛿𝑡 siirtymä, nopeus ja kiihtyvyys ajanhetkellä 𝑡 + 𝛿𝑡. 𝛿𝑡 
on käytetty aika-askel. Kertoimet 𝛼 ja 𝛽 määrittävät menetelmän vakauden ja tarkkuuden.  
Newmarkin menetelmä on ehdoitta stabiili mikäli 𝛽 ≥ 0,5 ja 𝛼 ≥
1
4
(
1
2
+ 𝛽)
2
. Ehtojen 
toteutuessa ratkaisu on stabiili. Plaxis käyttää oletuksena kertoimille arvoja 𝛼 = 0,25 ja 
𝛽 = 0,5, jolloin menetelmä tunnetaan keskimääräisen kiihtyvyyden menetelmänä tai tra-
petsikaavana. Kertoimien arvoja voi tarvittaessa vaihtaa, mikä ei ole suotavaa, ellei käyt-
täjä ole perehtynyt tarkemmin kertoimien vaikutukseen. Tämän työn laskennassa käyte-
tään oletuskertoimia. (Kouhia & Tuomala 2009, s. 357.)  
6.2 Laskentamalli 
Suoritettaessa Plaxis 3D-ohjelmalla elementtimenetelmään perustuva analyysi, on aluksi 
luotava kolmiulotteinen, pisteistä, viivoista, pinnoista, tilavuuksista ja muista komponen-
teista koostuva geometriamalli ja määriteltävä materiaaliominaisuudet sekä reunaehdot. 
Ohjelman mallinnusprosessi koostuu karkeasti viidestä eri vaiheesta: Maakerrosten mää-
rittäminen, rakenteellisten komponenttien ja kuormien luominen, mallin elementtiverko-
tus, vesiolosuhteiden asettaminen sekä laskenta-asetusten määritys. Kappaleen tiedot 
pohjautuvat pääasiassa Plaxiksen manuaaliin (Plaxis 3D - Reference Manual, 2018.) 
Geometriamallin luonnissa pyritään jäljittelemään mahdollisimman tarkasti vertailututki-
muksen koekuormitusmallia. Värähtelylähde on vertailuaineiston mukaisesti 1,2 m x 1,2 
m x 1,24 m kokoisen betoniperustuksen päällä. Sekä maa että perustus mallinnetaan tila-
vuuselementteinä. Maan vaikutusta perustuksen värähtelyyn tutkitaan neljällä eri upotus-
syvyydellä sekä ilman upotusta. Värähtelyt mallinnetaan harmonisena pystysuuntaisena 
herätteenä jäykälle perustukselle, jonka kautta värähtelyt siirtyvät maahan. Plaxiksessa 
dynaamiset kuormat mallinnetaan määrittelemällä staattisille kuormille dynaaminen ker-
roin, joka määrää herätteen muodon. Harmonisille kuormille tulee määrätä taajuus, amp-
litudi ja vaihekulma. Harmonisen herätteen muoto on 
𝐹 = ?̂??̂? sin(𝜔𝑡 + 𝜑0),             (6.3) 
missä ?̂? on amplitudikerroin, ?̂? kuorman suuruus ja 𝜑0 alkuvaihekulma asteina. Ampli-
tudikerroin ja kuorman suuruus muodostavat dynaamisen kuorman amplitudin. 
Plaxiksessa on valittavana useita erilaisia materiaalimalleja. Tavallisesti lineaarielastinen 
malli (LE-malli) ei sovellu maalle käytettäväksi, sillä todellisuudessa maan käyttäytymi-
nen on voimakkaasti epälineaarista ja palautumatonta. Tässä työssä kuitenkin käytetään 
LE-mallia, sillä maassa voidaan olettaa tapahtuvan vain hyvin pieniä venymiä dynaami-
sen kuormituksen aikana. Esimerkiksi Juuti (Juuti 2016) tutki työssään paalutettuja laite-
perustuksia LE-mallia käyttäen, jolloin tulokset olivat lähes yhteneviä mitattujen kanssa. 
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Lineaarielastinen malli perustuu suoraan Hooken lakiin ja se ei huomioi lainkaan materi-
aalivaimennusta vaan vaimennus koostuu vain säteilyvaimennuksesta. Materiaalivaimen-
nus voidaan tarvittaessa huomioida Rayleigh-vaimennuksen avulla, mutta sitä ei tässä 
työssä hyödynnetä, sillä pystyvärähtelyn tapauksessa sen merkitys on hyvin pieni. 
Maan ominaisuudet syötetään ohjelmaan porausreikien avulla. Porausreikien kohdalla 
mallissa annetaan maakerrosten ja pohjaveden sijainnit. Mikäli porausreikiä on useampi, 
ohjelma interpoloi automaattisesti maakerrosten sijainnit porausreikien välillä.  Koska 
vertailututkimuksessa ei pohjaveden korkeutta kerrota, jätetään se pois laskuista. Maa on 
mallinnettu kahtena kerroksena vertailututkimuksessa annettuihin tietoihin perustuen. 
Maakerrosten ja perustuksen parametrit on esitetty taulukossa 3. Maakerrokset on mal-
linnettu avoimena tilana (drained), sillä kyseessä on kuiva maaperä. Betoninen perustus 
on määritetty ei-huokoiseksi materiaaliksi ja maakerrosten tapaan myös siinä käytetään 
LE-mallia.  
Taulukko 3. Materiaaliparametrit. 
  Kerros 1 Kerros 2 Perustus 
Syvyys D 
0-0,5 0,5-8  
 [m]   
Tilavuuspaino ρ  
20 20 24 
[kN/m3] 
Kimmomoduuli E  
87,5 282,5 35000 
[MPa] 
Poissonin luku v 0,25 0,25 0,20 
Leikkausmoduuli G  
35 113 14580 
[MPa] 
Leikkausaallon nopeus Vs  
131 235,4 2442 
[m/s] 
 
Elementtiverkotus tarkoittaa geometriamallin diskretisointia ja muuttamista elementtime-
netelmämalliksi. Plaxiksessa elementtiverkotus tapahtuu automaattisesti valittujen para-
metrien mukaan. Ohjelman tyypilliset maaelementit ovat 10-solmuisia tetraedrielement-
tejä. Muita elementtejä ovat 3-solmuiset viivaelementit palkeille, 6-solmuiset levy- ja lu-
jiteverkkoelementit ja 12-solmuiset rajapintaelementit. Keskimääräinen elementtikoko 
voidaan esittää seuraavan yhtälön mukaan: 
  𝛥𝑙 =
𝑟𝑒
20
∗ √(𝑥𝑚𝑎𝑥 − 𝑥𝑚𝑖𝑛)2 + (𝑦𝑚𝑎𝑥 − 𝑦𝑚𝑖𝑛)2 + (𝑧𝑚𝑎𝑥 − 𝑧𝑚𝑖𝑛)2.     (6.4) 
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Yhtälössä (6.4) juuren sisäpuoliset muuttujat kuvaavat laskentamallin dimensioiden mi-
nimi- ja maksimiarvoja, kun taas 𝑟𝑒 on suhteellinen elementtikokokerroin, joka määräytyy 
valitun elementtiverkon tiheyden mukaan seuraavasti: 
 hyvin harva - 𝑟𝑒 = 2,0 
 harva - 𝑟𝑒 = 1,5 
 keskikokoinen - 𝑟𝑒 = 1,0 
 tiheä - 𝑟𝑒 = 0,7 
 hyvin tiheä - 𝑟𝑒 = 0,5. 
Lopullinen kokonaiselementtimäärä riippuu mallin geometriasta ja paikallisista verkon 
tihennyksistä ja harvennuksista. Paikallisia verkon tihennyksiä asetetaan tyypillisesti alu-
eille missä suuret jännityskeskittymät tai muodonmuutostilat ovat odotettuja. Tällaisia 
alueita ovat muun muassa mahdolliset kulmat ja reunat sekä erilaiset rakenteet. Element-
tiverkon tiheyden muuttaminen alueellisesti tapahtuu paikallisen karkeuskertoimen 
avulla, joka muuttaa määritetyn alueen elementtikokoa halutussa suhteessa mallin keski-
määräiseen elementtikokoon. Kertoimen arvon ollessa suurempi kuin 1, verkko siis har-
venee, ja päinvastoin. Mallin elementtiverkotus värähtelevän perustuksen ympäriltä ti-
hennetyllä elementtijaolla on nähtävissä kuvassa 30. 
 
Kuva 30. Laskentamallin elementtiverkotus. 
Dynaamisessa laskennassa elementtiverkolla on suuri merkitys ja käyttäjän onkin kiinni-
tettävä erityistä huomiota elementtien kokoon vähentääkseen aaltojen numeerista leviä-
mistä. Suuret elementit eivät kykene välittämään korkeita taajuuksia. Mikäli heräte sisäl-
tää korkeita taajuuksia, ne on joko suodatettava pois tai elementtiverkossa on käytettävä 
pienempää elementtikokoa. Elementtiverkon elementtien koko voidaan esittää yhtälön 
(6.5) mukaisesti 
66 
𝛥𝑙 =
𝜆
𝑘
=
𝑉𝑠
𝑘𝑓
,                         (6.5) 
missä 𝜆 on herätteen aallonpituus ja 𝑘 on vakio, joka kuvaa elementtiverkon kokoa (Bou-
zoni 2013, s. 66). Kuhlemeyer ja Lysmer (Kuhlemeyer & Lysmer 1973) esittävät 𝑘:lle 
raja-arvoksi 8 laskentatarkkuuden varmistamiseksi, vaikka korostavatkin elementtikoon 
vaikutuksen tutkimista tapauskohtaisesti. Tässä työssä 𝑘:n arvoa ei tarkemmin tutkita, 
sillä ohjearvo viittaa lineaarielementteihin, kun Plaxiksessa käytetään tarkempia 10-sol-
muisia tetraedrielementtejä, jolloin pienempi 𝑘:n arvo oletettavasti riittää tarvittavaan tu-
lostarkkuuteen. 
Plaxiksessa maan ja rakenteen välistä vuorovaikutusta voidaan tarvittaessa mallintaa to-
denmukaisemmin erityisten 12-solmusta koostuvien rajapintaelementtien avulla. Niiden 
avulla maan ja rakenteen välisen vuorovaikutuksen karheutta voidaan säätää haluttuun 
suuntaan erityisen lujuusvähennyskertoimen 𝑅𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 avulla sekä vaikuttaa rajapinnan ky-
kyyn läpäistä vettä.  
Rajapintaelementin ominaisuudet liittyvät ympäröivän maan maamalliin. Käytettäessä li-
neaarielastista maamallia, rajapintalujuus määräytyy juuri lujuusvähennyskertoimen mu-
kaan. Rajapintaelementti on oletusarvoisesti jäykkä, jolloin 𝑅𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 = 1.0. Tällöin rajapin-
nan lujuutta ei ole pienennetty suhteessa ympäröivään maahan. Usein kuitenkin rajapinta 
on heikompi ja joustavampi kuin ympäröivä maa, jolloin lujuusvähennyskertoimen arvo 
voidaan asettaa manuaalisesti. Rajapinnan lujuus määräytyy ympäröivän maan ominai-
suuksien mukaan seuraavien yhtälöiden mukaisesti: 
𝑐𝑖 = 𝑅𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑐𝑠𝑜𝑖𝑙              (6.6) 
tan𝜑𝑖 = 𝑅𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 tan𝜑𝑠𝑜𝑖𝑙 ≤ tan𝜑𝑠𝑜𝑖𝑙.           (6.7) 
Yhtälön (6.6) 𝑐𝑖 on rajapinnan redusoitu koheesio ja 𝑐𝑠𝑜𝑖𝑙 ympäröivän maan koheesio. 
Yhtälön (6.7) 𝜑𝑖 on rajapinnan redusoitu kitkakulma ja 𝜑𝑠𝑜𝑖𝑙 ympäröivän maan kitka-
kulma. 
Kirjallisuudessa on esitetty 𝑅𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟-kertoimen arvoja erilaisille maalajeille ja rakenteille. 
Jos tarkempaa tietoa ei ole saatavilla, voidaan olettaa, että 𝑅𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 = 2/3. Lujuuden lisäksi 
lujuusvähennyskerroin vaikuttaa myös rajapinnan jäykkyyteen. Halutessa voidaan raja-
pinnalle asettaa myös jäännöslujuuskerroin 𝑅𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟,𝑟𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑎𝑙, johon rajapinnan lujuus laske-
taan, kun lujuusvähennyskertoimen määräämä rajapinnan lujuuden raja-arvo on saavu-
tettu. 
Vertailututkimuksessa upotettua perustusta ympäröivät maat tiivistettiin kerroksittain ja 
maan ja perustuksen välisen kontaktin annettiin parantua 12 kuukauden ajan. Tässä työssä 
ensimmäisissä simuloinneissa ei käytetä rajapintaelementtejä, sillä perustuksen ja maan 
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välinen sidos oletetaan olevan kehittynyt täydelliseksi, jolloin perustuksen ja maan välillä 
ei tapahdu erkanemista.  
Reunaehtojen asettaminen on yksi dynaamisen laskennan avaintekijöistä. Mallissa on väl-
tettävä tuloksia vääristävä aaltojen heijastuminen mallin reunoista, sillä tällaista heijastu-
mista ei tapahdu todellisuudessa. Mallissa tason molempien suuntien maksimirajoiksi 
sekä pystysuunnan minimirajaksi asetetaan viskoosit rajat. Nämä korreloivat tilannetta, 
jossa viskoosit vaimentimet vaikuttavat x- ja y-suunnassa rajoja pitkin synnyttäen vasta-
voiman normaalin ja tangentin suunnassa, joka on verrannollinen rajojen viereisen mate-
riaalin nopeuteen. Vaimentimet varmistavat, että jännityksen kasvu mallin reunalla ab-
sorboituu kimpoamisen sijaan. Tällöin raja alkaa liikkua. X-suunnassa absorboituva nor-
maalijännityskomponentti (6.8) ja leikkausjännityskomponentti (6.9) ovat 
𝜎𝑛 = −𝐶1𝜌𝑉𝑝?̇?𝑥               (6.8) 
𝜏 = −𝐶2𝜌𝑉𝑠?̇?𝑦,             (6.9) 
missä 𝜌 on materiaalitiheys, ?̇?𝑥 on normaalipartikkelin nopeus, ?̇?𝑦 on leikkauspartikkelin 
nopeus ja 𝐶1 ja 𝐶2 relaksaatiokertoimet. Relaksaatiokertoimien avulla voidaan muokata 
absorptiota. Puristusaaltojen osuessa kohtisuoraan mallin reunoihin, relaksaatio on tar-
peeton. Leikkausaaltojen kohdalla viskoosien rajojen vaimennus on puolestaan täydelli-
nen. Oletusarvoina Plaxiksessa käytetään kertoimia 𝐶1 = 1 ja 𝐶2 = 1, jolloin absorptio 
on kaikentyyppisillä aalloilla riittävä käytännön sovellusten osalta. (Plaxis 3D - Scientific 
Manual, 2018, s. 52–53.) 
Vaikka tällaisia erityisiä imukykyisiä rajoja käytetään, heijastuksilla on kuitenkin pieni 
vaikutus. Tästä johtuen laskentamallin rajat tulisi asettaa suhteellisen kauaksi värähtely-
lähteestä. Dynaamisessa analyysissä rajat asetetaan tavallisesti kauemmaksi kuin staatti-
sen analyysin tapauksessa. (Plaxis 3D - Tutorial Manual, 2018, s. 110.) 
Itse dynaaminen laskentavaihe sisältää 4 eri vaihetta. Alkuvaihe koostuu alkutilan jänni-
tysten luomisesta. Tällöin laskentamallissa ei ole lainkaan perustusta eikä värähtelyläh-
dettä. Toinen vaihe on plastisen laskennan vaihe, jossa staattinen kuorma eli perustuksen 
omapaino aktivoidaan. Kolmas vaihe on dynaamisen laskennan vaihe, jossa tutkitaan vä-
rähtelijän vaikutuksia. Neljännessä eli viimeisessä vaiheessa herätelähde kytketään pois 
ja maan annetaan värähdellä vapaasti.  
Ennen varsinaista laskentaa on syytä valita mallista esilaskentapisteet, joista halutaan 
tuottaa tarkat siirtymäkuvaajat. Laskennan aikana kaikkien laskentavaiheiden informaa-
tio näistä pisteistä tallentuu erilliseen tiedostoon. Myös laskennan jälkeen on mahdollista 
valita pisteitä, joista tietoa haluaa, mutta näiden informaatio ei ole yhtä yksityiskohtaista 
kuin esilaskentapisteiden tapauksessa. Dynaamisessa analyysissä kätevin tapa tulosten 
esittämiseen on valittujen pisteiden siirtymävasteiden näyttäminen ajan funktiona. Myös 
nopeuksien ja kiihtyvyyksien esittäminen samaan tapaan onnistuu. 
68 
Kuten todettua, Plaxiksen dynaaminen laskenta perustuu Newmarkin menetelmän mu-
kaiseen aikaintegraatioon. Siinä keskeisessä osassa oleva aika-askel voidaan ilmaista 
muodossa 
𝛿𝑡 =
𝛥𝑡
𝑚𝑛
,             (6.10) 
missä 𝛥𝑡 on kuormituksen kesto, 𝑚 tallennettavien laskenta-askelten eli laskentapisteiden 
määrä ja 𝑛 ala-askelten määrä. Yhtälön (6.10) nimittäjä ilmaisee diskretisoinnissa käytet-
tävien askelten kokonaismäärän. Keskeistä on määrittää asianmukainen askelten määrä, 
että dynaaminen vaste on riittävän tarkka.   
Työssä kuormituksen kesto on asetettu riittävän pitkäksi, että transientin vasteen vaikutus 
on minimoitu. Laskennassa käytetty askelten eli laskentapisteiden määrä riippuu kuormi-
tuksen kestosta, sillä mitä pidempi kuormituksenkesto sitä enemmän laskentapisteitä tar-
vitaan. Kaikissa tapauksissa laskentapisteiden määrä oli sellainen, että dynaamisten im-
pedanssien laskennassa vasteen amplitudin ero herätteen amplitudiin saatiin määritettyä 
riittävän tarkasti. Ala-askelten määritys tapahtuu automaattisesti, jolloin ohjelma laskee 
sopivan ala-askelten määrän perustuen materiaaliominaisuuksiin, elementtiverkon ko-
koon ja laskennassa käytettäviin aikahistoriafunktioihin. Ala-askelten automaattisesti las-
kettu määrä saattaa muuttua voimakkaasti hyvinkin pienistä muutoksista mallissa, jolloin 
aina automaattiasetuksia ei ole välttämättä tarkoituksenmukaista käyttää. 
Aika-askel on vakio ja yhtä suuri kuin kriittinen aika-askel (6.11) koko laskennan ajan. 
Näin varmistetaan, että yhden askeleen aikana aalto ei etene enempää kuin elementin mi-
nimimitan. Jos laskennassa käytetty aika-askel on liian suuri, ratkaisussa on merkittäviä 
poikkeamia, jolloin vaste on epäluotettava. Kriittinen aika-askel määritetään kaavalla 
𝛥𝑡𝑐𝑟𝑖𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙 =
𝑙𝑚𝑖𝑛
𝑉𝑠
,              (6.11) 
jossa 𝑙𝑚𝑖𝑛 on elementin kahden pisteen minimiväli ja 𝑉𝑠 leikkausaallon nopeus elemen-
tissä. (Plaxis 3D - Scientific Manual, 2018, s. 51.)  
Plaxiksessa lineaariyhtälöistä koostuvien systeemien kokoaminen ja ratkaiseminen suo-
ritetaan ratkaisijoiden avulla. Tässä yhteydessä käytetään Picos-ratkaisijaa, joka ratkaisee 
yhtälösysteemin iteratiivisesti kyeten hyödyntämään moniydinprosessoreita. Se on ylei-
sesti nopein saatavilla oleva ratkaisija laskennan suorittamiseen. Ne laskenta-asetukset, 
joita ei tässä ole erikseen mainittu, pidetään oletusasetuksina.   
Plaxiksen käyttäjän valinnasta riippuvat laskentamallin geometrian sivumitat, korkeus ja 
elementtiverkon tiheys vaikuttavat suuresti tulosten tarkkuuteen ja laskenta-aikaan. Mitä 
pienempi laskentamalli on, sitä herkemmin laskentatulokseen vaikuttavia aaltojen heijas-
tuksia tapahtuu mallin ulkopinnoilta. Laskentamallin koon kasvaessa heijastusten vaiku-
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tus pienenee, mutta laskenta-aika kasvaa. Vastaavasti elementtiverkon tiheyden tapauk-
sessa tiheämpi verkko takaa tarkemmat laskentatulokset, mutta pidemmän laskenta-ajan. 
Mallin optimoinnin avulla pyritään valitsemaan nämä tekijät siten, että päästään riittävän 
tarkkoihin tuloksiin hyväksyttävällä laskenta-ajalla. Tällöin maan voidaan otaksua ku-
vaavan riittävän tarkasti puoliääretöntä väliainetta.   
Optimointi suoritetaan tässä kokonaan upotetulle perustukselle ja optimoitua mallia hyö-
dynnetään myös muilla upotussyvyyksillä. Aluksi määritetään elementtiverkon tiheys, 
jonka jälkeen optimoidaan mallin sivumitat. Laskentamallin korkeus on vakio 8 metriä. 
Käytetyt maaparametrit on esitetty edellisessä kappaleessa. Oheisesta kuvasta nähdään 
eri verkkokokojen vasteet.  
 
Kuva 31. Elementtiverkon tiheyden vaikutus perustuksen vasteeseen. 
Käytettävä elementtiverkon tiheys on määritetty ensin kohdistamalla kokonaan upotet-
tuun perustukseen pystysuuntainen herätetaajuus eri elementtiverkon tiheyksillä. Yhtälön 
6.5 mukaan mitä suurempi herätetaajuus on, sitä pienempi aallonpituus, mikä tarkoittaa 
tiukempaa elementtiverkon tiheysvaatimusta. Eli elementtikoon pysyessä muuttumatto-
mana ja taajuuden pienentyessä tarkkuus kasvaa. Siksi on perusteltua valita suhteellisen 
suuri herätetaajuus, jolloin sitä pienempien taajuuksien antamat tulokset ovat vähintään 
yhtä tarkkoja. Tässä herätetaajuudeksi on valittu 50 hertsiä, sillä tällöin vaste tasoittuu 
suhteellisen nopeasti ja tuloksia on helppo vertailla keskenään. Lisäksi tutkitaan perus-
tuksen ympäriltä tihennetyn verkon vaikutusta amplitudiin. Laskentamallin kooksi on va-
littu 40 x 40 metriä reunaheijastusten minimoimiseksi.  
Kuvassa 31 esitetyistä vasteista nähdään, että valittu verkkokoko vaikuttaa amplitudin 
suuruuteen merkittävästi, jolloin verkon asianmukainen tiheys on valittava huolellisesti. 
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Hyvin harva ja harva verkotus antavat vasteen amplitudihuipussa ääriarvot: Hyvin harva 
verkko antaa amplitudille suurimman arvon ja harva verkko pienimmän arvon. Keskiko-
koisen verkon antama maksimiarvo vajoaa näiden väliin. Tiheällä verkolla ja tarkimmalla 
hyvin tiheällä verkolla päästään melko lähelle samoihin tuloksiin. Tulokset ovat odotetun 
mukaisia, sillä amplitudit lähenevät verkon tiheyden kasvaessa hyvin tiheän verkon amp-
litudia. 
Perustuksen ympäriltä lokaalisti tihennetty verkko (karkeuskerroin 0,0625), jossa muuten 
on keskikokoinen verkkokoko, antaa hyvin lähelle saman amplitudin kuin hyvin tiheä 
verkko. Työssä päädytään käyttämään keskikokoista elementtiverkkokokoa lokaalilla ti-
hennyksellä, sillä sen vaatima laskenta-aika on tiheää ja hyvin tiheää verkkoa huomatta-
vasti lyhyempi. Vertailukohdaksi voidaan antaa, että käytössä olleella laskentateholla yh-
den taajuuden vasteen määrittäminen keskikokoisella elementtiverkolla lokaalin tihen-
nyksen kera kesti noin tunnin, kun taas verkkokoon ollessa hyvin tiheä koko mallissa 
sama laskenta vei aikaa likimain kymmenkertaisesti. 
Elementtiverkon koon valinnan jälkeen tutkitaan mallin sivumittojen vaikutusta perus-
tuksen amplitudiin. Herätetaajuutena käytetään 20 hertsin taajuutta, sillä kyseisellä ar-
volla tulokset ovat suurempia taajuuksia tarkempia. 
Taulukko 4. Mallin sivumittojen vaikutus perustuksen amplitudiin. 
Laskentamallin Pystysiirtymän Elementtimäärä Ero suurimpaan 
sivumitat [mxm] amplitudi [µm/N] [kpl] laskentamalliin [%] 
2x2 1.15 7241 -41.1 
4x4 0.76 7721 6.7 
10x10 0.795 24318 2.5 
15x15 0.93 40919 -14.1 
20x20 0.805 70153 1.2 
25x25 0.85 93901 -4.3 
30x30 0.835 141303 -2.5 
40x40 0.825 171496 -1.2 
50x50 0.815 205628.0 0.0 
 
Taulukossa 4 on esitetty pystysiirtymän amplitudi eri laskentamallin sivumitoilla lasket-
tuna. Lisäksi taulukossa on esitetty kunkin mallin elementtimäärä sekä amplitudin ero 
sivumitoiltaan leveimmän mallin amplitudiin. Eri malleissa keskimääräinen elementti-
koko pidettiin likimain samankokoisena, joka on nähtävissä kasvavasta elementtimää-
rästä siirryttäessä suurempaan malliin. Tällä tavoin pyrittiin minimoimaan elementtiver-
kon tiheyden vaikutusta ja saamaan selville juuri sivumittojen leveyden merkitys tulok-
siin. 
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Taulukoiduista tuloksista nähdään, että pienillä laskentamallin sivumitoilla amplitudi 
poikkeaa suurempien sivumittojen laskentamallien tuloksista. 20 m x 20 m ja sitä suu-
remmilla malleilla tulokset näyttävät osuvan melko lähelle toisiaan poiketen leveimmän 
mallin tuloksista alle 5 %. Sivumitoilla 15 m x 15 m ja sitä pienemmillä malleilla ampli-
tudia sekä yliarvioidaan että aliarvioidaan verrattuna suurempien mallien tuloksiin. Kaik-
kein pienimmässä mallissa amplitudin suuruus on huomattavasti muita tuloksia suurempi, 
mikä oletettavasti johtuu aaltojen heijastumisesta mallin reunoista.  
Näiden tulosten perusteella 20 m x 20 m mittoja pienempää mallia ei pidä valita analyy-
siin. Lopullisessa laskennassa käytetyksi mallin kooksi valitaan 40 m x 40 m. Edellä saa-
tujen tulosten pohjalta tämän pitäisi olla riittävän tarkka kuvaamaan maata puoliäärettö-
mänä väliaineena.  
6.3 Plaxis 2D 
Plaxiksen kolmiulotteinen malli on numeerisen laskennan pääosassa, mutta sivutyönä 
työssä tutkitaan myös kahdella perustustapauksella kolmiulotteisen ja kaksiulotteisen 
mallin tulosten eroja. Osa Plaxis 2D:n pintaperustuksen laskentamallista elementtiverk-
koineen on esitetty kuvassa 32. 
 
Kuva 32. Plaxis 2D:n laskentamalli 
Lähtökohtaisesti ohjelmat ovat muuten toisiaan vastaavat, mutta nimensä mukaisesti Pla-
xis 2D:ssä mallinnus tapahtuu kaksiulotteisesti, jolloin tilavuuselementtien sijaan mal-
lissa käytetään pintaelementtejä. Kaksiulotteisen mallin tapauksessa dynaamisen simu-
loinnin laskenta-aika on huomattavasti kolmiulotteista mallia lyhyempi. Mallissa käytet-
tiin tiheää elementtiverkkokokoa lokaalilla tihennyksellä, sillä laskenta-aika pysyy joka 
tapauksessa varsin lyhyenä. Mallin kooksi pituussuunnassa valittiin 100 metriä aaltojen 
reunaheijastusten minimoimiseksi. Käytetyt maaparametrit ja laskenta-asetukset ovat sa-
mat kuin kolmiulotteisella mallilla.  
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7. TULOKSET JA NIIDEN TULKINTA 
Tässä kappaleessa on esitetty perustuksen pystysuuntaisen siirtymän amplitudit eri taa-
juuksilla upotussyvyyksillä 0 mm, 310 mm, 620 mm, 930 mm ja 1240 mm. Jokaisen 
upotussyvyyden amplitudit on määritetty sekä Plaxiksen numeerisen mallin että Gazeta-
sin yhtälöiden avulla ja ne on esitetty vertailututkimuksen kokeellisten mittaustulosten 
rinnalla. Vastaavasti on esitetty dynaamisten impedanssien reaali- sekä imaginääriosa taa-
juuksittain. Tulosten perusteella joidenkin perustustapausten käyttäytymistä on pyritty to-
denmukaistamaan maan ja perustuksen välistä kontaktia redusoimalla. Lisäksi kahdella 
perustustapauksella Plaxis 3D:n tuloksia on verrattu saman ohjelman kaksiulotteisen ver-
sion antamiin tuloksiin. 
Kuten aiemmin todettiin, Plaxiksen numeerisessa mallissa käytetty maamalli ei huomioi 
lainkaan materiaalivaimennusta. Myöskään Gazetasin yhtälöissä materiaalivaimennusta 
ei ole huomioitu. Gazetasin yhtälöihin pohjautuvassa laskentapohjassa on kuitenkin mah-
dollista huomioida materiaalivaimennus niin halutessaan materiaalivaimennuskertoimen 
avulla. Näin ollen edellä mainittujen menetelmien vaimennus koostuu täysin säteily-
vaimennuksesta. 
Kuvassa 33 on havainnollistettu perustuksen värähtelyn aiheuttamaa maan muodonmuu-
tosta. 
 
Kuva 33. Laiteperustusta ympäröivän maan muodonmuutos.  
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Värähtely leviää maa-alueen keskellä olevasta perustuksesta kaikkiin suuntiin, jolloin 
muodonmuutos on symmetrinen. Kuvassa esitetyt muodonmuutokset on skaalattu todel-
lisuutta suuremmiksi. 
Perustusten siirtymät on määritetty perustusten pohjien keskipisteessä. Plaxiksen ja Ga-
zetasin yhtälöiden avulla määritetyt perustusten pohjien siirtymät ovat yhtä suuret kuin 
perustusten massakeskipisteiden sekä yläpintojen keskipisteiden siirtymät, sillä värähtely 
on pystysuuntaista ja perustukset on mallinnettu jäykkinä kappaleina. Epäkeskisyyden 
synnyttämää perustuksen rotaatiota ei tapahdu.   
Vertailututkimuksessa tulokset on esitetty useimmilla upotussyvyyksillä taajuusvälillä 10 
Hz – 100 Hz. Tässä työssä ei ole tarkoituksenmukaista esittää kaikkein ylimpiä taajuuk-
sia, sillä nämä korkeataajuuslaitteet ovat teollisuudessa vähemmistössä. Lisäksi suurem-
pien käyntitaajuuksien simulointi Plaxiksen avulla vaatii enemmän aikaa, sillä laskenta-
pisteitä on oltava enemmän, jotta vaste saadaan esitettyä riittävän tarkasti. Siksi tutkituksi 
taajuusväliksi on rajattu useimmilla upotussyvyyksillä 10 Hz – 70 Hz.  
Liitteessä B on esitetty havainnollisuuden vuoksi Plaxiksella määritetyn täysin upotetun 
perustuksen siirtymävaste eri taajuuksilla. Simuloidut taajuudet ovat järjestyksessä 5 Hz, 
10 Hz, 15 Hz, 20 Hz, 25 Hz, 30 Hz, 35 Hz, 40 Hz, 45 Hz, 50 Hz, 55 Hz, 60 Hz, 65 Hz ja 
70 Hz. Jokaista taajuutta on simuloitu kahden sekunnin ajan. Liitteestä nähdäänkin, että 
osalla taajuuksista vastehuippu on heti simuloinnin alussa, joka johtuu ominaisvärähte-
lystä. Tätä ei huomioida siirtymäamplitudeja määritettäessä vaan amplitudit luetaan si-
muloidun aikavälin loppuosasta. Liitteestä havaitaan myös värähtelyn tihentyminen taa-
juuden kasvaessa.   
7.1 Perustuksen amplitudit 
Tämän alaluvun taulukoissa siirtymäamplitudit eri taajuuksilla on esitetty mikrometreinä 
newtonia kohti. Toisin sanoen esitetyt amplitudit on saatu kohdistamalla perustukseen 
yhden newtonin suuruinen herätevoima. Suuremmilla herätevoimilla siirtymäamplitudit 
saadaan suoraan skaalattua saatujen tulosten pohjalta. On syytä huomata, että mikäli he-
rätelähteen voiman amplitudi ei pysy vakiona kaikilla taajuuksilla, todellisia siirtymiä 
esittävään taajuusvastekuvaajaan voi syntyä useampia amplitudihuippuja.    
Menetelmäkohtaisissa kuvissa 34, 35 ja 36 on esitetty vertailututkimuksen, Gazetasin yh-
tälöiden ja Plaxiksen avulla määritetyt amplitudit eri upotussyvyyksillä.  Upotussyvyys-
kohtaisissa kuvissa 37 – 41 perustuksen amplitudit on esitetty upotussyvyyksien mukaan, 
jolloin eri menetelmien väliset amplitudierot eri upotussyvyyksillä ovat helposti nähtä-
vissä.  
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7.1.1 Menetelmäkohtaiset kuvaajat 
 
Kuva 34. Vertailututkimus: Pystysuuntaisen yksikkövoiman aiheuttama amp-
litudi taajuuden funktiona eri upotussyvyyksillä. 
 
Kuva 35. Gazetasin yhtälöt: Pystysuuntaisen yksikkövoiman aiheuttama amp-
litudi taajuuden funktiona eri upotussyvyyksillä. 
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Kuva 36. Plaxis: Pystysuuntaisen yksikkövoiman aiheuttama amplitudi taa-
juuden funktiona eri upotussyvyyksillä. 
7.1.2 Upotussyvyyskohtaiset kuvaajat 
 
Kuva 37. Pystysuuntaisen yksikkövoiman aiheuttama amplitudi taajuuden 
funktiona, upotussyvyys 0 mm. 
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Kuva 38. Pystysuuntaisen yksikkövoiman aiheuttama amplitudi taajuuden 
funktiona, upotussyvyys 310 mm. 
 
Kuva 39. Pystysuuntaisen yksikkövoiman aiheuttama amplitudi taajuuden, 
upotussyvyys 620 mm. 
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Kuva 40. Pystysuuntaisen yksikkövoiman aiheuttama amplitudi taajuuden 
funktiona, upotussyvyys 930 mm. 
 
Kuva 41. Pystysuuntaisen yksikkövoiman aiheuttama amplitudi taajuuden 
funktiona, upotussyvyys 1240 mm. 
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7.2 Perustuksen dynaamiset impedanssit 
Dynaamisten impedanssien reaali- (kuvat 42 – 46) ja imaginääriosat (kuvat 47 – 51) on 
taulukoitu taajuuden funktiona eri upotussyvyyksillä. Plaxiksen impedanssien eri osat on 
laskettu kappaleessa 4.3.2 kuvatulla tavalla.  
Impedanssin reaaliosa kuvaa systeemin taajuusriippuvaisia jäykkyysominaisuuksia. Pla-
xiksen reaaliosat laskettiin simuloiduista vasteista herätteen ja vasteen välisen amplitu-
dien aikaeron pohjalta. Taajuuden kasvaessa heräte ja vaste muuttuvat yhä tiheämmäksi 
harmoniseksi funktioksi ja reaaliosan arvo on hyvin herkkä amplitudieron pienellekin 
muutokselle. Suurimpien taajuuksien impedanssit määritettiin tihennetyllä laskentapiste-
määrällä, että tulosten tarkkuus saatiin varmistettua.  
Impedanssin imaginääriosa kuvaa systeemin taajuusriippuvaisia vaimennusominaisuuk-
sia. Niiden arvot laskettiin samoilla vaihekulman suuruuksilla kuin reaaliosankin.  
7.2.1 Reaaliosat 
 
Kuva 42. Dynaamisen impedanssin reaaliosa taajuuden funktiona, upotus-
syvyys 0 mm. 
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Kuva 43. Dynaamisen impedanssin reaaliosa taajuuden funktiona, upotus-
syvyys 310 mm. 
 
Kuva 44. Dynaamisen impedanssin reaaliosa taajuuden funktiona, upotus-
syvyys 620 mm. 
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Kuva 45. Dynaamisen impedanssin reaaliosa taajuuden funktiona, upotus-
syvyys 930 mm. 
 
Kuva 46. Dynaamisen impedanssin reaaliosa taajuuden funktiona, upotus-
syvyys 1240 mm. 
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7.2.2 Imaginääriosat 
 
Kuva 47. Dynaamisen impedanssin imaginääriosa taajuuden funktiona, upo-
tussyvyys 0 mm. 
 
Kuva 48. Dynaamisen impedanssin imaginääriosa taajuuden funktiona, upo-
tussyvyys 310 mm. 
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Kuva 49. Dynaamisen impedanssin imaginääriosa taajuuden funktiona, upo-
tussyvyys 620 mm. 
 
 
Kuva 50. Dynaamisen impedanssin imaginääriosa taajuuden funktiona, upo-
tussyvyys 930 mm.  
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Kuva 51. Dynaamisen impedanssin imaginääriosa taajuuden funktiona, upo-
tussyvyys 1240 mm. 
7.3 Perustuksen ja maan kontaktin redusointi 
Kuten kappaleessa 4 on kerrottu, upotetun perustuksen ja maan välinen rajapinta on ym-
päröivää maata yleensä heikompi ja joustavampi. Nyt edellisessä alaluvussa Plaxiksella 
ja Gazetasin yhtälöillä määritetyt siirtymäamplitudit on laskettu osilla perustustapauk-
sista uudelleen redusoimalla maan ja perustuksen välistä kontaktia. Plaxiksessa tämä ta-
pahtuu rajapintaelementtien lujuutta redusoimalla ja Gazetasin yhtälöillä hyvän maakon-
taktin omaavan perustuksen pystyseinien korkeutta pienentämällä.  
Perustuksen ja maan kontaktia pyrittiin redusoimaan siten, että amplitudit vastaisivat pa-
remmin vertailututkimuksen amplitudeja. Tutkitut perustustapaukset olivat pintaperustus, 
osittain upotettu perustus ja täysin upotettu perustus ja näiden upotussyvyydet 0 mm, 620 
mm ja 1240 mm. Plaxiksella ei kuitenkaan redusoitu täysin upotettua perustusta, sillä sen 
amplitudit osuivat jo hyvin lähelle vertailututkimuksen arvoja redusoimattomassa mal-
lissa ja redusointi olisi vain kasvattanut amplitudeja ja täten lisännyt poikkeamaa. Gaze-
tasin yhtälöillä puolestaan pintaperustusta ei ole mahdollista redusoida. 
Plaxiksella lähtökohtana redusointiin oli se, että tietyllä upotussyvyydellä kaikilla taa-
juuksilla käytettiin samaa lujuusvähennyskerrointa 𝑅𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟. Pintaperustuksen tapauksessa 
lujuusvähennyskerrointa sovellettiin perustuksen pohjan ja maan väliseen rajapintaan, 
osittain upotetun perustuksen tapauksessa pohjan lisäksi perustuksen pystyseinien ja 
maan väliseen kontaktipintaan. Raon sallittiin syntyvän maan ja perustuksen väliin. 
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Redusoidut amplitudit on esitetty kuvissa 52 – 54 ja redusoinnissa käytetyt arvot on 
koottu taulukkoon 5. 
 
Kuva 52. Pystysuuntaisen yksikkövoiman aiheuttama amplitudi taajuuden 
funktiona, upotussyvyys 0 mm, redusoitu. 
 
Kuva 53. Pystysuuntaisen yksikkövoiman aiheuttama amplitudi taajuuden 
funktiona, upotussyvyys 620 mm, redusoitu. 
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Kuva 54. Pystysuuntaisen yksikkövoiman aiheuttama amplitudi taajuuden 
funktiona, upotussyvyys 1240 mm, redusoitu. 
 
Taulukko 5. Redusoinnissa käytetyt arvot. 
  Menetelmä 
  Plaxis Gazetas 
Upotussyvyys [mm] 𝑹𝒊𝒏𝒕𝒆𝒓-arvo 
Pystyseinien korkeus, jolla 
hyvä maakontakti d [mm] 
0 0,2 - 
620 0,8 415 
1240 - 930, 1085 
7.4 Plaxis 3D vs. 2D 
Lopuksi työssä tutkitaan Plaxis 3D:lla ja Plaxis 2D:lla laskettujen pintaperustuksen ja 
täysin upotetun perustuksen siirtymien eroja. Merkittävimmäksi eroksi ohjelmien välillä 
muodostui vaadittu laskenta-aika: suurimmillaan kolmiulotteisen mallin laskenta kesti 
monikymmenkertaisesti pidempään kuin kaksiulotteisella mallilla. Tulokset on esitetty 
kuvissa 55 ja 56. 
0
0.0002
0.0004
0.0006
0.0008
0.001
0.0012
0.0014
0.0016
0.0018
0.002
10 20 30 40 50 60 70
A
m
p
lit
u
d
i u
 [
µ
m
/N
]
Taajuus f [Hz]
Vertailututkimus Gazetas (d=930 mm) Gazetas (d=1085 mm) Plaxis
86 
 
Kuva 55. Pystysuuntaisen yksikkövoiman aiheuttama amplitudi taajuuden 
funktiona, upotussyvyys 0 mm. 
 
Kuva 56. Pystysuuntaisen yksikkövoiman aiheuttama amplitudi taajuuden 
funktiona, upotussyvyys 1240 mm 
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7.5 Tulosten tulkinta 
Tarkasteltaessa perustuksen amplitudeja eri upotussyvyyksillä, ennakko-odotusten mu-
kaisesti amplitudit pääasiallisesti pienenevät perustuksen upotussyvyyden kasvaessa. Ga-
zetasin yhtälöillä lasketut amplitudit pienevät kaikilla taajuuksilla ympärystäyttöjen kor-
keuden noustessa eli kuvan 35 käyrät eivät risteä. Vertailututkimuksen tuloksissa tämä 
toteutuu myös suurimmissa määrissä, mutta 930 mm upotussyvyyden tapauksessa käyrä 
ei pysy suuremman ja pienemmän upotussyvyyden käyrän välissä, vaan 53 hertsin taa-
juudella esiintyy amplitudikuoppa, jonka jälkeen amplitudit kasvavat selvästi. Plaxiksen 
tuloksissa toteutuu myös amplitudien pieneneminen upotussyvyyden kasvaessa, poik-
keuksena käytetyn taajuuskaistan suurimmat taajuudet (60 – 70 Hz). Kaikkien menetel-
mien käyristä olennainen havainto on se, että upottamattoman perustuksen amplitudit 
ovat etenkin resonanssitaajuudella huomattavasti upotettujen perustuksen amplitudeja 
suuremmat. Jo pienikin perustuksen upotus vaimentaa amplitudeja huomattavasti.   
Upottamattoman perustuksen eli pintaperustuksen tapauksessa vasteeseen muodostuu re-
sonanssihuippu. Vertailututkimuksen ja Gazetasin yhtälöiden resonanssitaajuudet ovat 
samat, 38 hertsiä. Plaxiksen antama resonanssitaajuus on 49 hertsiä, joten ero näiden vä-
lillä on merkittävä. Plaxiksen maksimiamplitudin arvo 6,18 µm/kN on kuitenkin hyvin 
lähellä vertailututkimuksen maksimiarvoa 6,00 µm/kN, kun taas Gazetasin yhtälöiden 
amplitudi jää huomattavasti pienemmäksi arvoon 4,55 µm/kN.     
Täysin upotetun perustuksen kohdalla kaikkien kolmen menetelmän tulokset osuvat lä-
helle toisiaan koko taajuuskaistalla. Lisäksi kuvaajien muodot mukailevat toisiansa: suu-
rimmat amplitudit saavutetaan taajuuskaistan alapäässä käyrien laskiessa tasaisesti taa-
juuden kasvaessa. Selkeää amplitudihuippua ei muodostu millään menetelmällä.  
Osittain upotettujen perustusten kohdalla Plaxiksella ja Gazetasin yhtälöillä määritetyt 
kuvaajat poikkeavat vertailututkimuksen tuloksista enemmän kuin täysin upotetun perus-
tuksen kohdalla. Upotussyvyydellä 930 mm Plaxiksen ja Gazetasin yhtälöiden antamat 
amplitudit ovat hyvin lähellä toisiaan, mutta amplitudit jäävät pääasiassa vertailututki-
muksen vastaavia alhaisemmiksi. Vertailututkimuksen kuvaajassa näyttäisi tapahtuvan 
jonkinlainen antiresonanssi-ilmiö amplitudin pudotessa jyrkästi ja kasvaen pudotuksen 
jälkeen uudelleen. Alhaisemmilla upotussyvyyksillä suurin ero käyrien välille syntyy 
siitä, että vertailututkimuksen käyrään muodostuu selkeä resonanssihuippu. Gazetasin 
yhtälöiden amplitudeista ei minkäänlaista selkeää, erillistä huippua ole nähtävissä. Upo-
tussyvyydellä 310 mm Plaxiksen amplitudihuipun taajuus (53 Hz) on merkittävästi ver-
tailututkimuksen resonanssitaajuutta (39 Hz) korkeampi. Plaxiksen amplitudihuippu 
näyttäisi siirtyvän suurempien taajuuksien suuntaan upotussyvyyden kasvaessa, kunnes 
se ei enää osu valitulle taajuuskaistalle. 
Tiivistyksenä voidaan sanoa, että perustusten upotus pienentää selkeästi siirtymäamplitu-
deja. Eri menetelmillä määritetyistä amplitudeista voidaan näiden tulosten pohjalta sanoa, 
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että täysin upotettujen perustusten kohdalla sekä numeerinen menetelmä että analyyttinen 
menetelmä antavat hyvin todenmukaisen kuvan perustuksen käyttäytymisestä kaikilla 
esitetyillä taajuuksilla. Osittain upotettujen perustusten kohdalla sekä Gazetasin että Pla-
xiksen amplitudit ovat vertailututkimusta alhaisempia. Plaxiksella määritetyt resonans-
sihuiput osuvat selvästi todellista suuremmille taajuuksille. Tulokset viittaisivat siihen, 
että Plaxista ja Gazetasin yhtälöitä käytettäessä maan ja perustuksen välistä rajapinnan 
kontaktia tulisi redusoida, jotta päästään realistisempiin tuloksiin. Redusoinnin vaikutuk-
sesta amplitudeihin on kerrottu seuraavassa alaluvussa.  
Tarkasteltaessa impedanssifunktioita pintaperustuksen ja kahden pienimmän upotus-
syvyyden tapauksessa, vertailututkimuksen impedanssifunktioiden reaaliosat pienenevät 
positiivisesta negatiiviseksi kaarevaa rataa pitkin taajuuden kasvaessa. Gazetasin yhtälöi-
den tulokset noudattelevat tätä melko tarkasti. Myös Plaxiksen tulokset noudattelevat tätä 
jossain määrin arvojen ollessa kuitenkin huomattavasti suuremmat. Kahdella suurim-
malla upotussyvyydellä Gazetasin yhtälöiden käyrän muoto on sama kuin edellisissä ta-
pauksissa, mutta vertailututkimuksen reaaliosa alkaa kasvaa suurilla taajuuksilla. Myös 
Plaxiksen reaaliosa kasvaa suurilla taajuuksilla, vaikkei se täysin noudatakaan vertailu-
tutkimuksen muotoa. Tuloksista voidaan päätellä, että systeemin jäykkyysominaisuuk-
sien määrittäminen työssä käytetyillä menetelmillä muuttuu epätarkemmaksi taajuuden 
kasvaessa. Tämä voi johtua muun muassa siitä, että taajuuden kasvaessa värähtelyliik-
keen jaksonaika muuttuu yhä pienemmäksi, jolloin vertailututkimuksen mittausepätark-
kuus mahdollisesti lisääntyy.  Vastaavasti Plaxiksella taajuuden kasvun myötä herätteen 
ja vasteen amplitudien välinen aikaero vaikuttaa yhä voimakkaammin impedanssien ar-
voihin, jolloin esimerkiksi 70 hertsin taajuudella vasteen amplitudin ajanhetken sekunnin 
tuhannesosan poikkea vaikuttaa tuloksiin. 
Imaginääriosan kohdalla on selkeää, että sen arvo kasvaa taajuuden kasvaessa. Erityisesti 
taajuuskaistan matalilla taajuuksilla eri menetelmien imaginääriosat noudattelevat melko 
hyvin toisiaan. Suuremmilla taajuuksilla hajontaa alkaa tapahtua enemmän. Kahdella 
suurimmalla upotussyvyydellä vertailututkimuksen tuloksissa esiintyy molemmissa amp-
litudihuippu, joita menetelmät eivät osaa ennustaa. Gazetasin yhtälöt pääasiassa yliarvioi-
vat systeemin vaimennusominaisuuksia. 
7.5.1 Redusoidut arvot 
Pintaperustuksen pohjan ja maan välisen rajapinnan lujuuden redusointi Plaxiksella ei 
näytä johtavan alkuperäistä laskentaa tarkempiin tuloksiin. Redusointi kasvattaa amplitu-
dia sitä enemmän mitä lähempänä resonanssitaajuutta ollaan. Resonanssitaajuuteen sillä 
ei näyttäisi olevan vaikutusta. Suhteellisen suurellakaan rajapinnan lujuuden vähennyk-
sellä (𝑅𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 = 0,2) ei saada kovin suurta muutosta amplitudeihin. Amplitudit näyttävät 
kasvavan valitulla lujuusvähennyskertoimella resonanssitaajuuden läheisyydessä noin 
0,7–1,0 µm/kN ja muuten keskimäärin 0,2–0,3 µm/kN. 
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Perustuksen, jonka upotussyvyys on 620 mm, pohjan ja pystyseinien maakontaktia 
redusoidaan Plaxiksessa kertoimella 𝑅𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 = 0,8. Pintaperustukseen verrattuna upotetun 
perustuksen redusoidut amplitudit kasvavat voimakkaammin. Taajuuskaistan keskellä 
redusoidut arvot ovat lähempänä vertailututkimuksen arvoja kuin redusoimattomat. Kais-
tan ala- ja yläpäässä redusoidut arvot poikkeavat alkuperäisiä enemmän, sillä jo alkupe-
räiset arvot ovat vertailututkimuksen arvoja suurempia. Gazetasin yhtälöillä redusoin-
nissa käytetään hyvän maakontaktin omaavan perustuksen korkeutena 415 mm, joka on 
likimain 2/3 perustuksen upotussyvyydestä. Tällä arvolla tulokset ovat lähempänä vertai-
lututkimusta kuin redusoimattomilla arvoilla. Käyrän muoto vastaa hyvin vertailututki-
muksen tuloksia, mutta amplitudihuippu on vertailututkimusta matalampi ja suurimmilla 
taajuuksilla amplitudit hieman todellisuutta suurempia.  
Gazetasin yhtälöillä laskettuja täysin upotetun perustuksen amplitudeja redusoitiin siten, 
että hyvän maakontaktin omaavien pystyseinien korkeuksina käytettiin arvoja 930 mm ja 
1085 mm (eli 3/4 ja 7/8 upotussyvyydestä). Tämä tarkoittaa, että maanpinnalla löyhän 
maan syvyyden katsottiin olevan 1/4 ja 1/8 upotussyvyydestä. Kuvasta 54 ilmenee, että 
taajuusvälillä 25 Hz – 50 Hz 1085 mm tehollisella korkeudella saadaan lähes täysin ver-
tailututkimuksen tuloksia vastaavia arvoja. Alhaisimmilla taajuuksilla 930 mm teholli-
sella korkeudella päästään vertailututkimuksen arvoja lähemmäksi. Suurimmilla taajuuk-
silla Gazetasin yhtälöt ennustavat todellista suurempia amplitudeja. Tulosten perusteella 
täysin upotetun perustuksen tapauksessa maanpinnan löyhän maan osuutta ei pidä huo-
mioida laskuissa vaan tehollisen pystyseinien korkeuden tulee olla todellista perustuksen 
korkeutta pienempi. Tässä tarkastellun perustuksen tapauksessa hyvän maakontaktin ol-
lessa 3/4 perustuksen upotussyvyydestä päästään taajuuskaistan pienempiä taajuuksia lu-
kuun ottamatta varmalla puolella oleviin, todellisuutta realistisesti kuvaaviin tuloksiin.  
Edellisen perusteella Plaxiksen maan ja perustuksen välisen rajapinnan lujuutta redusoi-
malla voidaan perustuksen amplitudeja kasvattaa. Taajuusvastekuvaajan muotoon 
redusointi ei käytännössä vaikuta. Gazetasin yhtälöitä käytettäessä on tarpeen pienentää 
ympärystäyttöjen vaikutusta. Tässä työssä osittain upotetun perustuksen tapauksessa te-
hollisen korkeuden ollessa 2/3 upotussyvyydestä päästiin tarkimpiin tuloksiin, mutta täl-
löinkin amplitudihuipun arvo on aliarvioitu. Täysin upotetun perustuksen kohdalla pääs-
tään vertailututkimusta paremmin vastaaviin tuloksiin tehollisen korkeuden ollessa 3/4–
7/8 perustuksen upotussyvyydestä. 
7.5.2 Plaxiksen kaksi- ja kolmiulotteisen mallin erot 
Pintaperustuksen kohdalla kaksiulotteisen mallin avulla määritetty resonanssitaajuus vas-
taa vertailututkimuksen taajuutta, toisin kuin kolmiulotteisella mallilla laskettaessa. Kak-
siulotteinen malli kuitenkin aliarvioi vaimennusta kolmiulotteista mallia enemmän, reso-
nanssiamplitudin ollessa noin 50 % vertailututkimusta suurempi. Kaksiulotteinen malli 
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myös antaa 10 hertsin kohdalle amplitudipiikin, jossa laskettu siirtymä on nelinkertainen 
todelliseen verrattuna.  
Kolmiulotteinen malli ennustaa kaksiulotteista mallia paremmin täysin upotetun perus-
tuksen siirtymät, sillä kaksiulotteinen malli aliarvioi tässäkin tapauksessa systeemin vai-
mennusta kaikilla tutkituilla taajuuksilla. Myös täysin upotetulla perustuksella esiintyy 
suuri amplitudipiikki 10 hertsin taajuudella. Piikin syytä on vaikea sanoa: Se ei johdu 
ominaisvärähtelystä, mikä varmistettiin simuloimalla värähtelyä hyvin pitkällä aikavä-
lillä.   
Tässä työssä kaksiulotteisella mallilla lasketuista siirtymistä ei voi tehdä yleispäteviä joh-
topäätöksiä vähäisestä vertailutapausten määrästä johtuen, mutta tässä kaksiulotteinen 
malli ennustaa amplitudit liian suuriksi, mikä on toisaalta varmalla puolella suunnittelun 
kannalta. Tämä vaimennuksen aliarviointi johtuu mahdollisesti juuri kolmannen ulottu-
vuuden puutteesta. Lisäksi mallien erilaisilla elementtityypeillä saattaa olla vaikutusta. 
Käytännön suunnittelussa kaksiulotteista mallia voidaan hyödyntää muiden menetelmien 
tukena. 
7.5.3 Mahdolliset virhelähteet 
Analyyttisen ja numeerisen menetelmän sekä vertailututkimuksen tulosten välisiin eroi-
hin on vaikuttanut menetelmien jäykkyyden ja vaimennuksen arviointi. Laskennallisilla 
menetelmillä on pyritty kuvaamaan todellista tilannetta mahdollisimman tarkasti, mutta 
eroa todelliseen systeemiin syntyy aina väistämättä jonkin verran. Erot johtuvat muun 
muassa seuraavista seikoista:  
 Massakeskiön korkeus vaikuttaa perustusten ominaistaajuuteen (Krannila 2013). 
Numeerisessa mallissa perustuksen ja laitteen yhteinen massakeskipiste on perus-
tuksen massakeskipisteessä, sillä laitetta ei ole mallinnettu. Todellisuudessa yh-
teinen massakeskipiste on perustuksen massakeskipisteen yläpuolella.   
 Laskuissa perustusta kuormittaa täysin pystysuuntainen värähtely, jolloin perus-
tus liikkuu vain pystysuunnassa, mutta koekuormituksissa perustus liikkuu toden-
näköisesti vähäisissä määrin myös sivusuunnassa.  
 Vertailututkimuksen kokeellisessa mittauksessa upotetun perustuksen ympäriltä 
poistettiin maakerroksia yksi kerrallaan. Vaikka tämä kerrosten poistaminen olisi 
tehty hyvin huolellisesti, todennäköisesti jäljelle jäävien ympärystäyttöjen maa on 
häiriintynyt jonkin verran. 
 Maa ei todellisuudessa ole tasalaatuista ja vertailututkimuksessa mitattu maan 
leikkausmoduuli syvyyden funktiona edustaa vain yhtä mittauspistettä. Numeeri-
sessa mallissa maa mallinnettiin kahtena kerroksena, Gazetasin yhtälöillä vain yh-
tenä. 
 Työssä vertailuaineistona käytettiin vain yhtä tutkimusta. Kokeellisessa tutkimuk-
sessa saattaa esiintyä inhimillisiä virheitä käytännön toteutuksessa, mittauksissa 
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tai tulosten tulkinnassa. Etenkin kun mitatut amplitudit ovat todella pieniä, mit-
tauslaitteiston herkkyydellä on suuri vaikutus. Mahdollisesti vertailuaineiston ra-
portista on jäänyt mainitsematta jokin mittaustuloksiin vaikuttanut tekijä.  
 Maan jäykkyys pinnan läheisyydessä on todellisuudessa lähellä nollaa. 
 Plaxiksessa käytetty maamalli on täysin lineaarielastinen, mikä ei täysin vastaa 
todellisuutta. Perustus ja maa pysyivät kiinni toisissaan koko kuormituksen ajan 
eikä rakoa niiden välille syntynyt redusointitapauksia lukuun ottamatta. Todelli-
suudessa rajapinnassa tapahtui maan epälineaarista käyttäytymistä.   
 Vertailututkimuksen tuloksia ei ollut esitetty lukuarvoilla, ainoastaan kuvaaja-
muodossa. Arvojen tulkinta kuvaajista saattaa aiheuttaa muutaman prosentin vir-
heen. Myös Gazetasin yhtälöiden kertoimien approksimointi taulukoista saattaa 
aiheuttaa virhettä.  
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8. YHTEENVETO 
Diplomityössä tutkittiin pystysuuntaiselle harmoniselle värähtelylle altistettuja maanva-
raisia laiteperustuksia upotussyvyyksillä 0 mm, 310 mm, 620 mm, 930 mm ja 1240 mm. 
Perustukset olivat betonisia massiiviperustuksia, kooltaan 1200 mm x 1200 mm x 1240 
mm ja käytetyn herätteen taajuuskaista 10 Hz – 70 Hz. Perustuksen amplitudit ja dynaa-
miset impedanssit määritettiin sekä numeerisesti Plaxis 3D:lla että analyyttisesti Gazeta-
sin yhtälöillä. Lisäksi sivutyönä tarkasteltiin Plaxiksen kaksi- ja kolmiulotteisen mallin 
tulosten eroja. 
Plaxis 3D:n laskentatulokset korreloivat hyvin vertailutulosten kanssa täysin upotetun pe-
rustuksen kohdalla. Pintaperustuksen ja osittain upotettujen perustusten kohdalla Plaxik-
sen taajuusvastekuvaaja ei ollut yhteneväinen vertailukuvaajien kanssa johtuen Plaxiksen 
pääasiassa pienemmistä vertailuamplitudeista ja poikkeavista resonanssitaajuuksista. 
Redusointikertoimet eivät juuri parantaneet tuloksia. 
Gazetasin yhtälöillä määritetyt taajuusvastekuvaajat olivat muodoltaan enemmän yhtene-
viä koekuormitustulosten kanssa kuin Plaxiksen tulokset. Täysin upotetun perustuksen 
tapauksessa amplitudit täsmäsivät hyvin koetulosten kanssa, kuten Plaxiksenkin koh-
dalla. Muilla upotussyvyyksillä resonanssitaajuudet vastasivat mitattuja taajuuksia, mutta 
amplitudit olivat pääasiassa vertailututkimuksen mukaisia pienempiä. Redusointikertoi-
mia käyttämällä tulokset saatiin vastaamaan hyvinkin realistisesti todellisten perustusten 
käyttäytymistä. 
Sekä Plaxiksella että Gazetasin yhtälöillä määritetyt dynaamisten impedanssifunktioiden 
reaaliosat korreloivat vertailutulosten kanssa parhaiten pienillä taajuuksilla. Gazetasin 
yhtälöiden antamat arvot pintaperustuksen ja kahden matalimman upotussyvyyden perus-
tuksen tapauksessa korreloivat koetulosten kanssa hyvin. Imaginääriosien kuvaajien 
muoto vastasi pääasiassa koetuloksia ja vain suurimmilla taajuuksilla eroa syntyi merkit-
tävästi. 
Plaxiksen kaksiulotteisella mallilla määritetty pintaperustuksen resonanssitaajuus vastasi 
koetulosten taajuutta, toisin kuin kolmiulotteisella mallilla. Toisaalta kaksiulotteinen 
malli aliarvioi pinta- sekä täysin upotetun perustuksen koko taajuuskaistalla systeemin 
vaimennusta. 
Tässä työssä saatujen tulosten pohjalta voidaan todeta, että ympärystäyttöjen redusointia 
käytettäessä Gazetasin yhtälöiden amplitudit näyttäisivät täsmäävän todellisten tulosten 
kanssa käytännön suunnittelutyön vaatimalla tarkkuudella. Täysin upotetun perustuksen 
tarkkoihin tuloksiin päästiin jättämällä sivutäyttöjen vaikutus huomiotta 1/8–1/4 perus-
tuksen kokonaiskorkeuden syvyiseltä alueelta. Vastaava arvo 620 mm upotussyvyydellä 
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oli 1/3. Tulokset ovat tarkimpia täysin upotetun perustuksen tapauksessa. Gazetasin yh-
tälöt näyttäisivät aliarvioivan resonanssiamplitudia etenkin pintaperustuksen kohdalla, 
mikä on otettava huomioon suunnittelutyössä. Laiteperustusten suunnittelun kannalta 
olennaiset resonanssitaajuudet korreloivat mitattujen tulosten kanssa. Plaxis 3D:n ampli-
tudit täsmäävät hyvin täysin upotetun perustuksen kohdalla, mutta muissa tapauksissa tu-
lokset poikkesivat selkeästi koekuormitusten tuloksista.  
Tämän diplomityön aihealue tarjoaa mahdollisuudet hyvin moninaisiin töihin. Tässä 
työssä tutkittiin vain massiivisen laiteperustuksen pystyvärähtelyä. Vastaavanlainen ana-
lyysi olisi hyödyllinen toteuttaa myös muilla värähtelymuodoilla, sillä nyt ei voida var-
masti sanoa, miten työssä käytetyillä menetelmillä muiden värähtelymuotojen todenmu-
kainen kuvaaminen onnistuu. Erityisesti kytketyn värähtelyn tapauksessa tutkimus olisi 
paikallaan pystyvärähtelystä huomattavasti poikkeavan käyttäytymisen takia. 
Mikäli upotettujen perustusten kohdalla Plaxiksen tai Gazetasin redusointikertoimista ha-
lutaan tehdä yleisesti voimassaolevia päätelmiä, pitäisi perustuksia tutkia laajemmin eri 
upotussyvyyksillä sekä eri maalajeilla.    
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LIITE B: PLAXIS 3D:N SIIRTYMÄVASTEKUVAAJA 
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